e Matutrustning ~ Matarspanning

Elektriskt brus

0.01V 0.01v
-0.02v

€ G ey 765mmHg  732mmHg

70% o
38%

100% 1%

54%

60%

Annika

Matmetodsfel
o s Relativ
Matmetod Arrangemang Operator K luftfuktighet /
av matobj ekt
M éatobj ekt Operattr

Nio tumregler och tva kungsvigar
for att behirska métosikerhet

Thomas Svensson
Fraunhofer-Chalmers Centrum for Industrimatematik

Fraunhofer CHALMERS

Research Centre
Industrial Mathematics



(©) Fraunhofer-Chalmers Research Centre for Industrial Mathematics 2005

All rights reserved. No part of this publication may be reproduced or trans-
mitted to any form or by any means, electronic or mechanical, including
photocopying, recording, or any information storage and retrieval system,
without permission in writing from FCC.

FCC reports are distributed by

FCC

Chalmers Science Park
SE-412 88 Goteborg
Sweden

Telephone:+46 (0)31 7724000
Telefax:+46 (0)31 827035
E-mail:info@fcc.chalmers.se
Internet:www.fcc.chalmers.se



Innehall

1 Inledning 1
1.1 Bantning . . .. .. .. . ... 1
1.2 Olika &ndamal for métningar . . . . . . ... ... ... ... 3
1.3 Matfel . . . . .. 5
1.4 Hur anvéinds métosdkerheten? . . . . . . ... ..o 9
1.5 Systematiska och slumpmaéssiga fel . . . . .. . ... ... .. 9

1.5.1 Olika syften och horisonter for mitosikerhetsangivelse 11
1.6 Sammanfattning . . . ... ... 14

2 Statistiska grunder 15
2.1 Matematiska formler . . . . . ... ... 15
2.2 Stokastisk variabel . . . .. ... ... L. 17

2.2.1 Rékneregler for viinteviirden och varianser . . . . . . . 24
2.3 Jamforelse av métviirden . . . . ... Lo 25
2.3.1 Variansen ér likaoch kéind . . . . . . .. ... ... .. 25
2.3.2  Variansen é&r lika men okéind . . . . ... ... 29
2.3.3 Varianserna &r olika och okéinda . . . . .. ... ... 30
2.3.4 Endast konfidensintervallen &r kiinda . . . . . . . . .. 31
2.4 Sammanvigd standardavvikelse . . . . .. ..o L 34
2.5 Linjér regression . . . . . . . .. ... 35
2.5.1 Konfidensintervall for linjen . . . . . . . ... ... .. 36
2.5.2 Prediktionsintervall for linjen . . . . . . ... ... .. 37
2.5.3 Approximativt prediktionsintervall . . . . . .. .. .. 38
2.5.4 Bantningsexemplet . . . . . ... 0oL 38
2.6 Sammanfattning . . ... ... ... L 42

3 Bestdmning av mitosikerhet 45
3.1 Relativa osiéikerheter . . . . . .. .. ... ... 0L, 47
3.2 Approximationsnivd . . . . ... ..o 47

3.2.1 Téackningsfaktor . . . ... ... ... L. 49
3.2.2 Relevanta osiikerhetskomponenter . . . ... ... .. 50
3.2.3 Systematiska fel . . ... ... ... 000 51
3.24 Avrundning . . . . ... 52



INNEHALL

3.3 Bestdm dndamalet med méitningen . . . . . ... ... L.
3.4 Bestdam alla kallor till matfel . . . ... ... ... ... ...
3.5 Observationsmetoden . . . . . . . ... ... ...
3.5.1 Referens . . . .. ... ... ... .. ... ...
3.5.2  Statistiskt forsok . . . ...
3.5.3 Bantning . . ... .. ... o 0oL
3.5.4 Variansanalys . . . .. .. .. ... oL
3.6 Analysmetoden . . . ... ... ... L
3.6.1 Modell for miétsituationen . . . . . . ..o
3.6.2 Arbetsgang . . . .. ...
3.6.3 Bestiam standardosiikerheterna . . . . ... ... ...
3.6.4 Bestiam kinslighetskoefficienter . . . . . . ... .. ..
3.6.5 Sammanviigning av relevanta osiikerhetskomponenter .
3.7 Forbéttrad noggrannhet . . . . ... o000
3.7.1 Begrénsa populationer . . . . ... ..o
3.7.2  Medelvirdesbildning . . . ... ... oo
3.8 Sammanfattning . . .. .. ..o

Kalibrering

4.1 Sparbar kalibrering . . . . . .. ... oL
4.1.1 Kalibrering med linjér regression . . . . . . . ... ..
4.1.2  Shuntkalibrering . . . .. ... .. ... ...
4.1.3 Matosdkerhet . . . . ..o L oL

4.2 Sammanfattning . . .. . ... L

Speciella problem

5.1 Felets vintevirde &r skilt fran noll . . . . . .. ... ...

5.2 Kwvalitetsstyrning . . . . . .. .. Lo Lo
5.2.1 Miétsystemsanalys (MSA) . . ... .. ... ... ...
5.2.2 Toleranser . . . . . . . .. ...

5.3 Korrelation . . .. .. ... oL
5.3.1 Behandling av korrelerade komponenter . . . . . . ..
5.3.2 Korrelation pa grund av gemensam normal . . . . . .

5.4 Mitosidkerhet efter sortering . . . . . ... ..o
5.4.1 Problemstdllning . . . . ... ... ... ... . ...
54.2 Modell . . . . .. ...
5.4.3 Sammanfattning . . . ... ... L.

Exempel

6.1 Tippningsprovning av skrivbordsstol . . . . . .. ... .. ..
6.1.1 Observationsmetoden . . . . .. ... ... ... ..
6.1.2 Analysmetoden . . . . .. ... ...,

6.2 Skjutmatt . . . .. ...

6.3 Kraftkalibrering . . . . . . ... Lo oo

85
85
88
93
94
97

101
101
103
104
105
108
110
110
112
112
112
114



INNEHALL

6.3.1 Inversproblemet . . . .. .. ... ..., ......
6.3.2 Sammanfattning . . ... ... Lo

Svar till 6vningsuppgifterna



Forord

Denna handbok &r avsedd som en instruktion for bestimning av métosi-
kerheter i industriella tillimpningar. Den forenar de tva angreppsséitten:
“Top down” representerad av kvalitetssystem for laboratorier och “Bottom
up” representerad av kvalitetssystem for produktion. Detta gors genom: 1.
Mitosikerhetsberdkningar gors utgaende fran aktuellt behov och kan dér-
med ge olika resultat beroende pa den tillimpning man avser. 2. Statistiska
experiment sitts i forgrunden for bestdmning av métosikerheter, medan
bedémningar undviks i gorligaste man. 3. Metodiken syftar till att forbétt-
ra métosikerheten, dvs. finna de dominerande killorna till métosikerheten
och ange metoder for att minska dessa. Handboken innefattar olika nivaer
avseende svarighetsgrad; den enklaste nivan ger en receptinriktad handfast
metodik, baserad pa ett antal tumregler och standardmetoder och kan an-
vindas direkt av praktiserande métingenjorer med teknisk gymnasiekompe-
tens, den dominerande nivan motiverar regelboken, ger en dvergripande for-
klaring av métosikerhetsbegreppet ur ett statistiskt perspektiv och kriver
en matematisk vana motsvarande den som ges i civilingenjoérsutbildningens
grundkurser, en tredje hogre niva kan slutligen urskiljas i nagra tillimp-
ningsexempel som kriver en stérre matematisk utbildning och vana for en
fullstéindig forstaelse.

Utarbetandet av denna handbok har utforts inom ett projekt finansierat
av STM, Stiftelsen for Tillaimpad Matematik. Styrgruppen for projektet har
varit till stor hjilp vid skrivandet, Jacques de Maré, Matematisk Statistik,
Chalmers, Hans Andersson, SP, Sveriges Provnings- och Forskningsinstitut,
Martin Svennungsson, Volvo 3P, samt Anders Gothberg, SKF. Dessutom
har ytterligare personer varit behjilpliga i utarbetandet, varav speciellt tack
riktas till Sara Lorén, FCC och Bertil Magnusson, SP.



Kapitel 1

Inledning

1.1 Inledande exempel: bantning

En person betraktar sig som for tung och gor féljande atgirder for att minska
i vikt: cyklar till jobbet istillet for att ta bilen, samt byter ut 14ttol till lun-
chen mot mineralvatten. Han kontrollerar dérefter viktutvecklingen genom
att viga sig pa en badrumsvag efter uppstigandet varje morgon. Malet med
bantningen &r tvafaldigt: 1) att minska i vikt och 2) att uppna ett accepta-
belt BMI (Body Mass Index), vilket enligt friskvardsexpertis bor understiga
25.

m
2
dir m &r vikt i kg och [ dr lingd i meter. I det aktuella fallet &r lingden
1.9 m och kravet pa vikten &r alltsa

BMI = — <25,

m < 25-1.9%2 =90.25 kg

Resultatet av viigningarna ses i figur 1.1. I figuren kan man observera att
vikten varierar atskilligt fran dag till dag och man kan fraga sig om denna
variation beror pa miitfel i vagen eller pa variation i kroppsvikten.

Var bantare har emellertid forutsett detta problem och har darfor upp-
repat vigningen varje morgon tre ganger. Dérmed far han en uppskattning
av vagens tillfilliga miétfel. Resultaten av dessa viigningar kan ses i figur 1.2
dér ocksa medelviirdena av de tre dagliga vigningarna ér markerade.

De upprepade mitningarna visar att vagens repeterbarhetsfel &r litet
i forhallande till kroppsviktens variation. En statistisk berdkning ger upp-
skattningarna

Srep = 0.15 kg stot = 0.5 kg,

dér s betecknar standardavvikelsen for respektive variationskélla. I avsnitt
3.5.3 visas hur standardavvikelserna beriknats. Vigningarna visar en sé stor

1
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Figur 1.1: Resultat av daglig vigning pd badrumsvdg.

daglig variation i kroppsvikten att det &r svart att avgora om det forsta ma-
let uppfyllts; om vikten verkligen har minskat. Figurerna antyder dock en
minskande tendens, vilken mgjligen foérstirks nagot om man studerar me-
delvirdena. Detta ger oss tva slutsatser om miitsystemet: 1) kraven pa mét-
systemets variation méste relateras till kravet pa upplosning i métobjektet.
I vart fall dr métsystemets repeterbarhet ca 30% av den totala variationen,
vilket kan bedomas vara tillréickligt i detta fall. Faktiskt dr det just denna
grins som kvalitetsstandarden QS9000 anger som acceptabelt i dess manu-
al om méitsystemsanalys. 2) Vid repeterbarhetsfel i métsystemet kan man
genom att ta medelvirdet av upprepade métningar minska variationen i mé-
tresultaten. I det aktuella fallet ér repeterbarhetsfelet tillrickligt litet, men
kan goras mindre om det beh6vs genom medelviirdesbildning.

For att avgora om det andra malet uppfyllts, om acceptabelt BMI upp-
natts, dr inte de genomforda métningarna tillréickliga. Har tillkommer namli-
gen det systematiska felet hos den anviinda badrumsvégen. Friskvardsexper-
tisens angivna rekommendationer refererar forstas till lingd och vikt enligt
SI-systemet och vi vet ingenting om hur vil den anviinda vagen Overens-
stimmer med den definierande internationella normalvikten. Badrumsva-
gen maste alltsd kalibreras mot en referens eller bedomas utifran eventuell
specifikation om maximal felvisning.

Mitosikerheten i bantningsproceduren hirror alltsa fran tva typer av
miitfel. Det forsta dr ett slumpméssigt fel som dndrar sig till sin storlek for
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Figur 1.2: Resultat av tre dagliga vigningar, samt deras respektive medelvdr-
den.

varje méitning och dérmed alltid kan minskas genom medelvirdesbildning.
Detta representerar det vi skall kalla repeterbarhet i fortséittningen . Det
andra #dr ett systematiskt fel som #r detsamma for varje métning. Det kan
inte minskas genom medelvirdesbildning, utan kan bara reduceras genom
kalibrering mot referens. Detta representeras tillsammans med det slump-
méissiga felet av begreppet reproducerbarhet. Vid jimforande métningar
diremot kan systematiska fel elimineras och endast métosikerhet som hérror
fran repeterbarhetsfel dr da intressant.

Vi ser att redan i en enkel vardagssituation &r det viktigt att ha kon-
troll 6ver métosikerheten och att osidkerheten maste betraktas utifran vilket
indamal man har med sina métningar.

1.2 Olika dndamal for méitningar

Métningar genomfors i orikneliga sammanhang och dndamal. I det inledan-
de bantningsexemplet angavs tva olika syften som leder till olika synsitt
pa miétosikerheten, ndmligen 1) att minska sin vikt eller 2) att uppna ett
bestamt BMI. Pa samma sitt méste varje mitsitution betraktas utifran sitt
d#ndamal for att métosikerheten skall kunna behandlas pa ett relevant sitt.
Man kan dela upp mitsituationerna i f6ljande grupper (se figur 1.3):

e Vetenskapliga métningar. Dessa métningar syftar till att kontrollera en
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hypotes avseende nagon egenskap och dr oftast mojlig att relatera till
nagon jimforande mitning. Bantning dr ett exempel pa en vetenskap-
lig undersokning, dér hypotesen #r att en #dndring i levnadsvillkoren
skall resultera i en minskad vikt. Matningarna relateras till matningar
fore atgirden. Vid arbetet pa utveckling av produkter inom ett foretag
kan egenskaperna for en nyutvecklad produkt jimforas med tidigare
produkttyper. Hér dr alltsa jimférande métningar dominerande och
systematiska fel kan elimineras genom att halla métforhallandena kon-
stanta; repeterbarheten bestéimmer oséikerheten.

e Kvalitetskontroll. Inom tillverkande foretag kontrolleras produkterna i
olika utstriackning genom métningar. Ofta dr métningarna av foretags-
specifik natur med lokala referenser, och jimforelser med Sl-enheter
eller andra globala referenser #r inte relevanta. Man intresserar sig i
forsta hand for att kontrollera variationer éver tid, mellan operatorer,
maskiner, eller mellan olika underleverantorer. Hér dr ddrmed jaim-
forande méitningar inom foretaget dominerande och métosikerheten
maste betraktas i fosrhallande till det aktuella syftet. Ater #ir repeter-
barheten det dominerande begreppet.

e Globala jamforelser. Vid bedomning av produkter fran olika tillverka-
re avseende nagon jaimfoérbar métstorhet dr situationen annorlunda.
Skillnaden mellan tva produkters angivna egenskaper kan orsakas av
systematiska skillnader i respektive tillverkares métsystem. En skillnad
mellan tillverkarens angivna egenskap och koparens kontrollmétning
kan ocksa bero pé olikheter i métsystemen. Angivna héllfasthetsegen-
skaper hos en produkt maste motsvaras av de krafter som produk-
ten kommer att utsittas for och endast en gemensam referens kan
sikerstilla detta. Vid dylika globala jimforelser maste de olika miitsy-
stemens fel i férhallande till internationella standarder och referenser
inkluderas i métosidkerheten; reproducerbarhet #r avgérande.

e Grinsvirden. Vid métning mot grinsviirden, bestimda av myndighe-
ter eller andra organisationer, maste forstas grinsvirdessittaren och
tillverkaren ha samma referens och samma standardiserade métmetod.
Jamforelser med grinsen maste alltsa inkludera osiikerheten i respek-
tive métning, vilka ger underlag for relevanta sikerhetsmarginaler. Re-
producerbarheten bestimmer métosikerheten.

Denna uppdelning visar hur métosidkerheten bor betraktas i olika sam-
manhang. Den métsodkerhetsangivelse som &r etablerad i ISO-standarden
GUM ir relaterad till globala jamforelser, med Sl-enheter och internatio-
nella provningsstandarder som referenser. Detta angreppssitt ger med nod-
viindighet stora métosidkerheter som vid vetenskapliga métningar eller kva-
litetskontroll kan visas sig vara alltfor stora for att kunna anvéindas. I dessa
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Figur 1.3: Fokusering pa skillnader eller absoluta vdrden har inflytande pa
mdtosdkerheten.

fall maste speciella utredningar genomféras didr man drar nytta av den for-
delaktiga situationen med en lokal referens och mojligheter till minskning
av méitsystemets variation genom lokala atgérder.

1.3 Mitfel

Vid métning eller provning vill man bestdmma nagon karaktéristika hos ett
objekt antingen i form av ett numeriskt virde eller i form av ett godkéin-
nande/ej godkinnande. Overensstimmelsen mellan miitresultatet och ka-
rakteristikan hos objektet dr aldrig hundraprocentig, utan mitresultatet ér
behiiftat med miitfel som &r mer eller mindre kiinda. Ett sétt att beskriva
métprocessen presenteras i [8] och &r hér illustrerad genom figur 1.4, dér
olika komponenter i métprocessen illustreras.

o Mitobjektet ar det objekt vars karakteristika man skall bestimma. Det
kan sjélvt vara en killa till métfel: Vid kemisk analys kan bestémning-
en av en halt av en kemisk substans paverkas av vilken l6sning det
befinner sig i; vid diametermétning av ett objekt kommer ovalitet att
inféra ett métfel, vid viigning kan frimmande smutspartiklar ge ett
falskt tillskott till vikten.

o Mdtutrustningen kan t. ex. besta i ett skjutméatt for laingdméitning el-
ler i en hel utrustning med métdon, omvandlare, forstirkare, grafiskt



KAPITEL 1 INLEDNING

grinsnitt o. dyl. Hér finns oftast flera killor till miitfel, sasom kalibre-
ringsfel, elektriskt brus, ofullsténdig likriktning och avrundning.

Operatéoren dr den eller de personer som genomfér métningen. 1 fal-
let med ett skjutmatt paverkar operatoren direkt métningen, medan i
andra fall mer eller mindre automatiska métprocedurer lamnar opera-
torens inverkan till kontroll av métmetodens uppfyllande. Vid direkt
paverkan kommer forstas den ménskliga faktorn att ge ett mitfel, spe-
cifikt for varje operator, medan operatorsfel ocksa kan intriffa i det
indirekta fallet genom riggning av métutrusning och avlésning av savil
méitvirde som miljovariabler.

Mdétmiljon dr ett uttryck for alla de storningar som kan paverka mét-
ningen, sdsom temperatur, luftfuktighet, drag, lufttryck, ljud och vib-
rationer. Varje avvikelse fran nominellt virde pa dessa variabler pa-
verkar savil métobjekt, mitutrustning och operator och ger upphov
till métfel.

Mdtmetoden dr proceduren for sjilva utforandet, riggning av utrust-
ning, preparering av méitobjekt och faststillande av nominella miljova-
riabler och grinser for dessa. Dirmed kan den paverka méitobjekt, val
av mitutrustning och operator. T ex. anges ofta i en métinstruktion
att métningar skall utforas i rumstemperatur under normalt lufttryck
och luftfuktighet utan att exakta nominella virden &r angivna for des-
sa miljovariabler. Vaga definitioner och instruktioner kan vara kéllor
till métfel da tolkningen varierar mellan olika méittillfillen.

Matmiljé

Matobjekt Matutrustning Operator

N

4

Matmetod

Figur 1.4: En éversiktlig bild av ett mdtsystem.
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Vi ser att miétfel kan uppsta i alla de delar i miétsystemet som ér illu-
strerade i figur 1.4. Manga av dessa fel kan elimineras genom att man haller
miljovariabler konstanta, genom att man tillgodoser en stor noggrannhet i
tillimpningen av métmetoden och genom att se till att métutrustningen &r
ordentligt kalibrerad. Fel som upptécks vid kalibrering kan man justera for i
det slutgiltiga miétvirdet och kiinda avvikelser fran nominella miljovariabler
kan eventuellt kompenseras. Men, dven efter sddana elimineringsatgirder
aterstar oftast atskilliga fel som inte kan justeras p.g.a. okunskap eller bris-
tande resurser. En enskild operators felbidrag ér t. ex. inte kéint, métfel som
uppstatt i kalibreringen &r begriansat men okint till sin storlek. Personella
och ekonomiska resurser begrinsar mojligheterna till kalibrering och juste-
ring av instrument. Alla sidana felbidrag som ér okéinda till sin storlek
ger upphov till en mitosikerhet och det ér denna métosikerhet som vi
i fortsdttningen kommer att soka kvantifiera for att, trots felen, behérska
métningarna.

Métutrustning e

Elektriskt brus

780mmHg
765mmHg  732mmHg

oz 76%
38%

100% 91%

54%

60%

Matmetodsfel :
Relativ
6 luftfuktighet
Métmetod Arrangemang Operator
av matobjekt \ /
Métobjekt Operator

Figur 1.5: lllustration av mdtsituationen. Olika felkdllor ses som populatio-
ner av inflytelsevariabler. Sanningen ges av nominella vdirden eller medel-
varden.

I figurerna 1.5 och 1.6 illustreras ett statistiskt synsitt pa métfel. Var-
je felkélla (ellips i figurerna) ses som en population av olika mojliga utfall
av felkiillan, i temperaturfallet t. ex. kommer temperaturerna vid métning-
ar vid olika tillfillen att variera och kan dérmed ses som ett slumpméissigt



8 KAPITEL 1 INLEDNING

val ur populationen av tillatna temperaturer. Populationens storlek bestédms
ibland av métmetoden eller speciella instruktioner. Det viirde i populationen
som ger ett felfritt bidrag till métviirdet dr antingen ett definierat nominellt
virde (t. ex. rumstemperatur, 20°C, elektriskt brus, 0V) eller medelvirdet
av den definierade populationen (t. ex. medelbidraget fran alla operatorer
med en viss accepterad utbildning). Figur 1.5 visar hur valet av nominel-
la vérden respektive medelvirden ger det sanna virdet. Figur 1.6 visar hur
ett slumpmassigt val ur de olika populationerna ger ett viirde behiftat med
miétfel. Forutom identifierbara killor sa fas ocksa felbidrag fran okénda kil-
lor, vars virde dr lika med noll fér en sann métning och vars medelviirde
man strivar efter att gora till noll genom kalibreringar och justeringar.

Varje miitsituation representerar alltsa en dragning fran en population
av méatférhallanden. Det sanna métvirdet dr det som forviintas av popu-
lationen och métosikerheten dr ett matt pa spridning orsakad av populatio-
nen.

Métutrustning e

780mmHg
765mmHg  732mmHg

Annika

M éatmetodsf el Peter
e hors Relativ
6 luftfuktighet
Matmetod Arrangemang Operator
av métobjekt \ /
Métobjekt Operator

Figur 1.6: lllustration av mdtsituationen. Olika felkdllor ses som populatio-
ner av inflytelsevariabler. Ett slumpmdssigt urval ur var och en av popula-
tionerna ger ett slumpmdssigt mdtfel.
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1.4 Hur anviands maéatosikerheten?

Syftet med en métning ér ndstan alltid att man vill jamfora karakteristiken
for ett objekt med nagot annat objekt. Métningar i produktion gors t. ex.
for att jamfora med specifikationer eller ritningar, métningar av miljopaver-
kan gors for att jamfora mot myndighetsbestdimda grinsviirden, métningar
av produkter gors kanske for att jimfora med konkurrerande produkter av
samma eller annorlunda typ, métningar i utvecklingsarbete anvénds for att
jimfora nya egenskaper med gamla. Jamforelser av métviirden handlar da
oftast om att svara pa fragan: dr x storre dn y? Men, om métvirdena for
respektive y dr behiftade med métosikerhet kan fragan inte besvaras sikert;
x kan vara lika med y dven om miétvirdena skiljer sig at.

Vi kommer i fortséittningen att modellera métviirdet ¥ som en summa
av det sanna virdet x och ett miitfel e,

T=z+te.

Med hjélp av en osikerhetsutredning kan vi uppskatta variationen hos felet e
och bestdmma ett konfidensintervall fér det sanna virdet x:

zr, <z < zg, med 95% konfidens

eller
r=72+U,

dér U kallas den utvidgade standardosikerheten och konfidensgrinser-
na alltsd dr x;, = T —U och xy = T+ U. Denna utvidgade méitosikerhet ér i
sin tur baserad pa standardosikerheten u, som motsvarar det statistiska
begreppet standardavvikelse!.

For att svara pa fragan om x dr storre &n y maste man alltsa kiinna
savil métvirdena T och ¥ som deras respektive utvidgade métoséikerheter
Uz och Uy. I avsnitt 2.3 beskrivs hur man utifran dessa fyra virden avgor
om skillnader foreligger; &r x signifikant storre &n y och i kapitel 3 beskrivs
hur man bestdmmer U, och U,,.

1.5 Systematiska och slumpmaissiga fel

Det inledande bantningsexemplet visade vikten av att skilja pa slumpmiissi-
ga och systematiska fel. Skillnaden definieras pa foljande sétt: Slumpmés-
siga fel fordndras vid upprepade méitningar oberoende av varand-
ra medan systematiska fel dr konstanta mellan méitningar. Detta
innebdr t. ex. att vid mitning med ett skjutmatt kommer en permanent
forslitning péa skjutméattet att orsaka ett systematiskt fel som ér detsamma

I Begreppen standardosikerhet och utvidgad standardosiikerhet med beteckningarna u
resp. U dr héimtade fran ISO-guiden GUM[1].
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vid upprepade métningar, medan ett slumpmaissigt fel kan uppsta genom
att operatoren vinklar skjutméattet nagot olika vid upprepade métningar.

Utifran den statistiska bilden i figur 1.6 av en allmén métsituation forstar
man att man kommer att generera slumpmiissiga fel om man vid upprepade
métningar viljer slumpmiissigt ur var och en av de olika killornas popu-
lationer. Om man istéllet vid upprepade métningar gor samma val ur en
eller flera populationer sa far man ett systematiskt fel. Ett systematiskt
fel fas ocksad om man gor upprepade miétningar ur andra populationer én
de som métmetoden avser. Ett laboratorium i Sverige kommer t. ex. inte
att ha samma populationsmedelviirde for temperatur och lufttryck som ett
laboratorium i ett tropiskt klimat. Varje laboratorium har ocksa en unik
population av operatorer, vars medelvirde knappast sammanfaller med det
globala medelvirdet. Alltsa har varje laboratorium, varje foretag dvs. varje
grupp ett systematiskt fel.

Definitionerna av slumpmiissighet resp. systematik ger tva viktiga me-
toder for att minimera méitosikerheter:

Tva kungsvigar for minskad métosikerhet:

Om upprepade méitningar gérs kommer slumpmaéssiga fel att va-
riera och genom att medelvirdesbilda kan métosikerheten mins-
kas.

Om tva eller flera mitobjekt skall jamforas med avseende pa
nagon mitstorhet med additiva systematiska fel s& kommer felen
att elimineras om man studerar differenserna.

Fel pa kontrollerbar niva elimineras alltsa genom att halla variabler kon-
stanta, fel pa ej kontrollerbar niva genom att slumpmaéssigt variera variab-
lernal

Da dessa bada metoder dr oerhort enkla och kraftfulla sa #r det av
storsta vikt att man beaktar om mitfel dr slumpmiissiga, systematiska eller
sammansatta av bada typerna av fel.

Om man t. ex. vill genomféra en jimférande métning som ér kéinslig for
temperaturpaverkan och operatoérens handlag, sé kan man se till att kontrol-
lera temperaturen speciellt och lata samma operator genomféra métningar-
na. Skillnaden i jimforelsen kommer da att ha mindre métosikerhet da tva
felkiillor eliminerats.

Om man istéllet maste genomféra en noggrann métning utan mojlighe-
ten till jaimférande métning, s kan man anstringa sig for att halla nominell
temperatur (om den #r kiind) och lata flera operatorer géra oberoende mét-
ningar for att sedan ta medelvirdet. Métviirdet kommer da att ha en mindre
osiikerhet @n normalt d& de tva dominerande felkillorna minskats, i tempe-
raturfallet genom minskning av temperaturpopulationen, i operatorsfallet
genom medelvirdesbildning.
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1.5.1 Olika syften och horisonter for métosikerhetsangivelse

Om en osiikerhetskomponent dr systematisk eller slumpmaéssig enligt ovansta-
ende definition bestdms av fran vilken horisont som métviirdet betraktas.
Om métningen betraktas fran en global horisont, s kommer métningen att
referera till en 6verenskommen referens, t. ex. till en vildefinierad SI-enhet
eller genom nagon internationell standard. Upprepade métningar skall da
tolkas som métningar utforda av olika mitlaboratorier inom en viss klass av
sadana. Laboratoriefelet kan da betraktas som ett slumpmiissigt fel, som en
global intressent kan uppleva om en métning genomférs hos savil producent
som kund. Matosiikerhet pa denna globala niva definierar vi som ett matt pa
reproducerbarhet i enlighet med de begrepp som definieras i standarden
ISO 5725 [10].

Om maéitningen istéillet betraktas inom ett enskilt foretag eller laboratori-
um eller nagon annan population av métforhallanden och syftar till jamforel-
ser inom denna population s kan man betrakta medelviirdet av métningar
fran métsystemet som en referens och upprepade mitningar betyder mét-
ningar utfoérda inom populationen. Denna métosiikerhet definierar vi som
matt pa repeterbarhet, vilken méaste forknippas med en population av
mitforhallanden samt en referens.

Mztosékerhetet kan darmed vara olika stor i olika sammanhang och av
dessa sammanhang skiljer vi ut ett, nimligen det globala, och ger métoséiker-
heten hir ett sirskilt namn: reproducerbarhet. Repeterbarhet kan diremot
definieras for olika sammanhang och didrmed ge mojligheter till avviigning
mellan noggrannhet och generalitiet.

Ett systematiskt fel hos ett foretags medelvirde blir ett slumpméssigt
fel fran en global horisont. Om foretaget siljer sin produkt s maste dess
angivna métosikerhet betraktas fran den globala horisonten, medan man
vid interna jamférelser har en métosikerhet som dr mindre genom att det
egna medelvirdesfelet kan elimineras vid jamforelser.

Exempel 1.5.1 Betrakta vdrldens voltmetrar som en statistisk population
(se figur 1.7). Varje specifikt instrument har en systematisk avvikelse, en
bias. Ett laboratorium L képer en wvoltmeter, dvs. viljer slumpmdssigt ur
populationen. Denna voltmeter har bias By. I ett globalt perspektiv maste
en utomstiende intressent kunna jimféra sin provning hos laboratoriet L
med nagon annan provning och ser ddarfor en mdtosikerhet som inbegriper
populationen av systematiska avvikelser B, reproducerbarheten. Vid jaimfo-
rande mdtningar med samma voltmeter kan ddaremot det systematiska felet
elimineras och mdtosdikerheten bestir endast i det slumpmdssiga felet hos
voltmetern, repeterbarheten.

Mitosikerhetsangivelse maste alltsa vara kopplad till en referens och
en population, dir referensen definieras utifran vilket syfte mitosikerhe-
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Bias i Volt

Figur 1.7: Hypotetiskt histogram dver den systematiska avvikelsen hos vdirl-
dens voltmetrar.

ten anges och populationen bestdmmer den varians som kan forvintas i
métningar.

Den mitosikerhet som krivs av kvalitetsstandarder &r i allménhet re-
producerbarheten, dvs. den som definerar sanningen genom en internationell
standard och som population betraktar alla kvalitetsgodkinda métsystem.
Den internationella standard som oftast anviinds for bestdmning av méito-
sikerhet dr utgiven av ISO: ISO Guide to the Expression of Uncertainty
in Measurement (GUM)[1]. Denna utgar just fran det internationella per-
spektivet och betraktar métosikerheten med Sl-enheternas internationella
definition som referens och virldens provningslaboratorier som population.

For att praktiskt dra nytta av sina métosikerhetsanalyser dr det dock
viktigt att ocksa kunna definiera andra referenser och populationer. Vid jam-
forande undersokningar med hoga krav pa att kunna detektera sma skillna-
der kan man begrinsa populationen genom att viilja samma instrument och
operator, halla miljobetingelserna konstanta och genomfora alla métningar
under begrinsad tid. Referensen kan hir téinkas som ett vinteviirde av mé-
tresultatet under de angivna betingelserna, dvs. ett viktat medelvirde av
miétningar genomforda vid alla angivna betingelser.Vid kvalitetskontroll av
produktion dr ofta endast avvikelser fran ett medelvirde av primért intres-
se, populationen bestar hir i alla involverade miétsystem och det angivna
medelviirdet betraktas som referensviirde. Hir intresserar man sig i forsta
hand for métningar som ger repeterbara métvirden inom den definierade
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populationen och i forhallande till den lokala referensen.

Exempel 1.5.2 Vid tillverkning av kullager maste inner- och ytterdiamet-
rar vara relaterade till en global referens, eftersom kunden skall passa ihop
lagret med en axel och ett lagerhus tillverkade av ndagon annan. Hdr maste
toleranserna hdllas med en mdtoséikerhet som dr relaterad till den inter-
nationella meter-referensen. Ddremot, vid passningen av kulor eller rullar
till varandra och till ytter- och innerring dr endast den interna jamforel-
sen relevant och hdr kan man ddrmed klara avsevdrt sndvare toleranser dd
mdtosdkerheten dr relaterad till ndgon intern referens.

Exempel 1.5.3 Vid tillverkning av vissa hydraulventiler maste sliden passa
1 ett hal med ett glapp pa bara ett par tusendels millimenter. For att klara av
att hdlla en sddan tolerans krivs individuell passning och sortering av tillver-
kade slider efter hdldiametrar. Vid tillverkningen kan man alltsa tolerera en
mdatosdkerhet pa kanske ndagon hundradels millimeter. Vid passningen krdvs
bdttre noggrannhet, men endast jimforelsen dr intressant, vilket innebdr att
bara den lokala repeterbarheten inverkar och en hdg noggrannhet dr maojlig
att uppnd.

Exempel 1.5.4 [ reklamen for en bilmodell anges kanske att branslefor-
brukningen vid allmdn koérning dr 6.5 1 pd 10 mil. Denna uppgift skall tala
granskning pd alla marknader och maste ddarmed innefatta en mdtosikerhet
som dr relaterad till globala referenser avseende volym, ldngd och definition
av “allmdn korning”. Kanske har man mdtt forbrukningen till 6 | och lagt
till en halv liter pa grund av mdtosdkerheten. Vid utvecklingsarbetet for att
uppnd denna bransleforbrukning kan man kanske for varje enskild atgard
bara uppnd en brikdel av den osdkerhet pa en halv liter som finns globalt och
for att forandringar skall kunna detekteras krdvs en mycket mindre mdtosd-
kerhet lokalt.

Exempel 1.5.5 [ miljorelaterade sammanhang stdlls lagkrav pa att vissa
gransvdrden inte dverskrids, t. ex. vid forbranning av avfall. Hdr mdaste sdvdl
den granssdttande myndigheten och den ansvarige for forbrinningen komma
overens om hur grinsen dr relaterad till mdatosikerheten for att inte hamna 1
rattstvister angdende tolkning av mdtresultat. En global referens dr nodvin-
dig och mdtfelsvariationen madaste beaktas dver alla de mdtlaboratorier som
kan tdnkas bli inblandade i kontroller.
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1.6 Sammanfattning

Varje miéitning bestar i en sann egenskap stord av en rad olika felbidrag. De
specifika felbidragen vid varje métning kan ses som en slumpmiissig drag-
ning fran ett antal populationer av felbidrag. Varje sadan felbidragskillas
population har ett nominellt virde, definierat i métinstruktionen eller givet
av medelviirdet av populationen. Det sanna méitvirdet for en egenskap
dr det mitvirde man skulle ha erhallit om samtliga stérningsva-
riabler kunde hallas vid sina nominella virden. Alla avvikelser fran
dessa nominella virden ger upphov till métfel. Métfel kan elimineras genom
justering for kinda avvikelser och avvikelser som inte ér kiinda ger upphov
till métosidkerhet. Denna osikerhet kan ges en statistisk tolkning genom
att betrakta den som representerad av de populationer av stérningsva-
riabler som &r representerade vid méttillfillet.

Mitningar gors ytterst i syfte att jamfora egenskaper. Sadana jamforel-
ser kan goras i ett globalt eller i nagot ldmpligt valt lokalt perspektiv. 1
det globala perspektivet kommer méitningen i ett specifikt fall att jamforas
med métningar genomférda vid en rad andra métlaboratorier éver hela virl-
den och populationerna av miitfelsvariabler dr stora. I ett lokalt perspektiv
kan man bestéimma graden av variation mellan métsituationer och ddarmed
minska populationernas storlek. Pa detta sitt kan méitosikerheten avvigas
mot ekonomiska, tidsmiissiga och praktiska 6verviganden. Andaméal och
perspektiv maste definieras for varje méitosikerhetsutredning.

Det statistiska betraktelsesiittet tydliggor tva viktiga metoder for att
minska métosikerheten:

Kungsvig 1: Om flera upprepade métningar goérs kommer slump-
maissiga fel att variera och genom medelvirdesbildning kan mé-
tosdkerheten minskas. Detta innebir att man gor flera slumpmaéssiga
val ur de olika populationerna av felbidragsvariabler. Medelviirdesbildning
kommer da att flytta tyngdpunkten i respektive population nirmare det
nominella viirdet.

Kungsvig 2: Om tva eller flera mitobjekt skall jamforas med
avseende pa nagon mitstorhet med additiva systematiska fel sa
kommer felen att elimineras om man studerar differenserna. Detta
innebdr att man gor samma val i nagon eller nagra av populationerna
av felvariabler vid métningarna av de tva objekten och genom att endast
studera skillnaden eliminerar felbidraget.



Kapitel 2

Statistiska grunder

2.1 Matematiska formler

Denna handbok innehéaller en hel del matematiska formler som vid forsta
paseendet ser synnerligen kryptiska ut for den oinvigde. De ér viktiga for
att kunna beskriva samband och berikningar pa ett kompakt sétt och kunna
forsta ideerna bakom olika metoder for métosikerhet, men kan vid praktisk
anvindning erséittas med firdiga funktioner p& miniréiknare eller datorpro-
gram. Storre delen av formlerna bestar av olika former av kvadratsummor,
vilka hér skall beskrivas utifran foljande tabell med méitvirden:

Tabell 6ver métvirden, vikt i g

prOd. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 medel

A 0.65 1.00 0.8 085 0.55 1.00 095 085 1.00 0.60
0.60 1.00 080 095 045 1.00 095 0.80 1.00 0.70 | 0.83

055 1.05 080 080 040 1.00 095 0.75 1.00 0.55
055 095 075 075 040 1.05 090 0.70 0.95 0.50 | 0.77

Q|lw 3| =

050 1.05 080 080 045 1.00 095 0.80 1.05 0.85
C 0.55 1.00 0.80 080 0.50 1.05 095 0.80 1.05 0.80 | 0.83

medel 0.57 1.01 080 082 046 1.02 094 0.78 1.01 0.67 [ 0.81

Tabellen innehaller resultatet av vigningar av tio olika produkter, var
och en viigd med tre olika mitsystem, A, B och C och varje viigning har
dessutom upprepats for att ge tva mitvirden per mitsystem och produkt.
For att matematiskt beteckna ett miitviirde behovs dérmed tre bestdm-
ningar, produkt, mitsystem och upprepningstillfille, vilket hir gors med
index genom beteckningen Xjj;. Alltsa &r i detta fall X237 = 1.05 g och

15
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X912 = 1.00 g. Medelviirden é&r ofta intressanta savil over samtliga vér-
den, som ¢ver produkter och miitsystem: Medelviirden betecknas allmént
med ett streck over variabelbeteckningen, X, men maste ibland preciseras
for att skilja pa olika medelvirden. Det index som man medelviirdesbildar
over ersitts da med en prick och foljaktligen betyder X.o. = 0.77 g hir
att medelvirdet dr taget over alla métningar som gjorts med métsystem B.
Xg.. = 1.02 g betyder att medelviirdet for alla métningar pa produkt nr. 6
ar 1.02 g och medelviirdet for samtliga 60 miitningar betecknas X ... = 0.81.

Ett satt att beskriva totalvariationen i méitvirdestabellen &r att berikna
summan av alla kvadratiska avvikelser fran totalmedelvirdet:

SSt = (0.65—0.81)% + (1.00 — 0.81)* + (0.85 — 0.81)% + ... +

+(0.60 — 0.81)2 + (1.00 — 0.81)2 +...4+(0.80 — 0.81)2
= (X1 —X) (Ko —X) + (Xa— X)) 4.+
+ (X1,172 — 7)2 + (X271,2 — 7)2 + ...+ (X1073,2 — 7)2 .

Denna summa kan man med hjélp av indexeringstekniken mer kompakt
skriva med summatecken:

10 10

Ssr = 3 (X - X.)7 + Z (Xig1 —X.)"+ Z a1 — X))+
i=1 '
10
Z(Xi,m—_ +Z (Xig2—X..) +Z Xigo—X 2>
i—1

och dnnu mer kompakt genom

10 3
SSr => ) (Xija—X +ZZ p %)=
i=1 j=1 i=1 j=1
10 3 2 2
2.2 > (Kige=X-)"
i=1 j=1 k=1

Detta skrivsiitt kommer att anviindas vid upprepade tillfillen i denna hand-
bok for att beskriva olika berikningstekniker.

Forutom strecket 6ver variabeln som betecknar medelvirde anvinds ibland
foljande beteckningar over variabeln: X betyder uppskattat virde ndr man
behover skilja pa det sanna och kanske okiinda virdet X och en uppskatt-
ning av det. T betyder ett enskilt observerat viirde nir man behover skilja
detta fran det sanna eller uppskattade viirdet. Ovrig nomenklatur:
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o standardavvikelse for en stokastisk variabel
S skattad standardavvikelse

o vintevirde for en stokastisk variabel

v antal frihetsgrader for en variansskattning

1,7,k index for variabler

m,n  antal observationer

c kénslighetskoefficient

e, miéitfel

u standardosiikerhet (standardavvikelse for méitfel)

U utvidgad standardosékerhet (halvt konfidensintervall)
k tiackningsfaktor for konfidensintervall

X skattat virde av X

X medelvirde

z observerat virde

2.2 Stokastisk variabel

Vi skiljer pa deterministiska storheter och stokastiska variabler. En stokas-
tisk variabel betecknas vanligen med stor bokstav och #r slumpmaéssig i
nagot avseende. Vi kallar variabeln t. ex. for X och den har da inget be-
stdmt virde utan dr snarast en symbol for en population av virden. Vi kan
emellertid observera variabeln vid olika tillfidllen och erhaller da reella tal
T1,T9,.... som dr utfall av den stokastiska variabeln X.

Den stokastiska variabeln X kan beskrivas pa olika sétt. Den ér fullstén-
digt beskriven av sin statistiska fordelning, som for alla téinkbara numeriska
virden x beskriver hur troligt det &r att ett utfall skall bli just x. Fordelning-
en kan beskrivas i matematiska symboler som dess féordelningsfunktion

Fx(z) = P(X < ) (2.1)

dér P star for sannolikhet och indexeringen X pa F'x oftast utlimnas. Denna
funktion gar fran noll till ett nér x vixer fran sitt minimala till sitt maximala
virde. Se illustration i figur 2.1.

Exempel 2.2.1 Om man betraktar temperaturen vid mdtningar som en sto-
kastisk variabel, s kan man ange en ligsta grins till den absoluta nollpunk-
ten —273°C' och kanske en hégsta grins till sdg 10000°C. Vi kan dd konsta-
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tera att sannolikheten for att understiga ldgsta gransen dr lika med noll och
Fr(=273) = P(T < —273) =0 och Fr (10000) = P (T < 10000) = 1.

sannolikhet
o o o o o o o
w S o (=] ~ (=] ©
T T T T T T T

o
[N
T

0.1

Figur 2.1: Férdelningsfunktion.

Man kan ocksa beskriva fordelningen genom dess tathetsfunktion, vil-
ket #r derivatan av fordelningsfunktionen med avseende pé x och déirmed
visar hur fort fordelningsfunktionen vixer. Se figur 2.2.

fx (z) = Fx (z)

I den fysiska verkligheten &r ovanstaende funktioner aldrig kiinda for
alla x och i de flesta fall skulle de inte ens kunna beskrivas exakt utan
att man anviinder odndligt manga parametrar. Ofta &r det tillréickligt att
sammanfatta en stokastisk variabels egenskaper i nigra parametrar, varav
de viktigaste &r vintevirdet som beskriver fordelningens lige,

E[X] = /fo (z) dz
och variansen, som beskriver dess spridning
Var[X] = E [(X ~E [X])Q] - /(x —EX)?fx(z)dz  (2.2)
Roten ur variansen, som ofta #r ett lampligt matt pa spridning da den har

samma, dimension som den stokastiska variabeln X, kallas standardavvi-
kelse. Vintevirdet motsvarar ddrmed medelviirdet i populationen, medan
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0.15 —

Figur 2.2: Tathetsfunktion.

variansen motsvarar medelvirdet av de kvadrerade avvikelserna fran detta
medelviirde. I mitosikerhetssammanhang betraktar vi de okiinda miitfelen
som stokastiska variabler, vars standardavvikelser betecknas med bokstaven
u och kallas standardosikerheter.

Om man vill studera en statistisk fordelning fran verkliga métningar
sa utgar man fran den empiriska férdelningen, vilket helt enkelt &r for-
delningen 6ver olika numeriska virden av den datamingd man har till sitt
forfogande. Den empiriska fordelningsfunktionen &r motsvarigheten till (2.1)
néir populationen bestar av de uppmitta virdena. Om man har n st obser-
vationer pa X : x1,T2,...Ty, sd dr den empiriska fordelningsfunktionen

Flo)= #{zi < a}
n
dér symbolen # star for antalet. Se exempel i figur 2.3.

Den empiriska téthetsfunktionen kan kallas ett normerat histogram och
definieras genom att de observerade datapunkterna delas in i grupper. Om
dessa grupper bestdms som likformiga intervall kring viirdena xg, xo+d, zo+
2d, ... sa blir det normerade histogrammet

~ . #{zo+jd — % <2 < a0+ jd+ 3}
d pr—
[ (zo + jd) —

vilket kommer att fa olika utseende beroende pa valet av intervallbredden
d. I figurerna nedan illustreras denna effekt pa ett histogram nér intervall-
bredden halveras. Observera att dkad upplosning ger storre slumpméissigt
men mindre systematiskt fel.
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Histogram baserat pd 10 ... ... resp. 20 grupper

For en empirisk fordelning kan den bakomliggande sanna fordelningens
léige skattas genom att berdkna dess medelvirde eller median,

— 1

E[X]=X = ~ dXi eller X (2.3)
=1

déir X hir star for medianen av observationerna, dvs. det mittersta virdet
och taket pa viinteviirdesuttrycket betecknar att det &r en skattning vi raknar
ut och inte det sanna vinteviirdet. Fordelningens spridning bestédms oftast
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genom dess stickprovsvarians,

n

<\ 2
§2 = 3 (X; — X) (2.4)

Att man hir dividerar med n — 1 istéllet for n beror pa att man annars
far en viss underskattning av variansen d& variationen kring medelviirdet
alltid &r mindre #n eller lika med variationen kring det sanna vintevirdet,
som ju inte #r kiint. Antalet n — 1 definieras som antalet frihetsgrader i
skattningen. Antalet frihetsgrader i forsoket ér lika med n men i formeln for
variansskattningen utnyttjas medelvirdet, som ju ocksé #r en skattning ur
forsoket och darmed forloras en frihetsgrad. Allmént skattas alltsd variansen

genom formeln
n

1 <\ 2
2
== E X, —X), 2.

’ Vs ( ) 29
dér den grekiska bokstaven v betecknar antalet frihetsgrader i skattningen.

Ett annat matt pa fordelningens spridning #r variationsvidden R,
R = max (X;) — min (X;)

Variationsvidden beror pa antalet observationer n, men kan justeras med en
n-beroende konstant for att ge en skattning av standardavvikelsen. Detta
spridningsmatt anvinds i vissa kvalitetsstandarder, t. ex. den amerikanska
bilindustristandarden QS9000. I fsljande tabell ges exempel pé justerings-
faktorer k, som ger en viintevirdesriktig skattning av standardavvikelsen
genom

s=c-R

om R &r bestdmd ur ett stickprov av storleken n.

n 2 3 5 10 20 50
c 089 059 043 0.33 0.27 0.22

Dessa konstanter #r bestdmda utifran antagande om normalférdelning och
metoden &r kiinslig for avvikelser fran detta antagande. Det #r dirfor all-
tid béttre att bestdimma standardavvikelsen genom formeln (2.4), som é#r
generell for alla fordelningstyper och inte kridver nagon justeringskonstant.

For att kunna behandla de statistiska férdelningarna matematiskt sa &r
det ldampligt att beskriva dem med ett begrinsat antal parametrar. Man har
konstruerat ett stort antal dylika parametriserade férdelningar, som ér
specifierade dels genom sin typ, dels via vanligtvis tva eller tre paramet-
rar. Den vanligaste i vira sammanhang #r normalférdelningen, vars fre-
kvensfunktion dr symmetrisk kring viinteviirdet och vars parametrar brukar
betecknas med de grekiska bokstédverna p och o. Parametrarna &r i normal-
fordelningsfallet identiska med vintevirde respektive standardavvikelse och
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en normalfordelad stokastisk variabel betecknas X ~ N (,u, 02). I figur 2.4
illustreras tédthetsfunktionen for en normalfordelad stokastisk variabel, dér
vi ocksd markerat de omraden som técks av 68 % resp. 95 % av fordelning-
en. I normalfordelningsfallet #r det ndmligen sd att sannolikheten P for att
variabeln ligger inom + en standardavvikelse dr 68%:

Plp—o<X<pu+o0)=0.68
och sannolikheten for att den ligger inom + 1.96 standardavvikelser ér 95%:

P(pu—196-0<X <pu+196-0)=0.95

68%
‘ %\
m u+o W20

Figur 2.4: Normalférdelningens frekvensfunktion.

Eftersom normalférdelningens parametrar ér precis viintevirdet och stan-
dardavvikelsen sa skattas de ur métdata enligt (2.3) och (2.4), dvs.
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1(o-a) - ]

1 1 1
a (at+b)/2- (atb)/2 (a+b)/2+o b

Figur 2.5: Frekvensfunktion for en likformig fordelning med grinserna a och
b.

Problem 2.2.1 For att avgora mdtosikerheten vid bestamning av brottfor-
lingning mdttes samma forlingda provkropp upprepade ganger av tvd olika
operatorer med foljande resultat

Op. 1 116.5 1158 116.0 1173 1177 117.0
Op. 2 116.0 115.5 115.7 117.1 117.3 1164

Bestdm medelvirde och standardavvikelse for operatdr 1, samt konstruera
den empiriska fordelningsfunktionen. Konstruera ett histogram och berdkna
variationsvidden for hela dataméngden (bada operatirerna).

En annan parametrisk fordelning som anvéinds mycket i métoséikerhets-
sammanhang dr den likformiga férdelningen, vars frekvensfunktion ér
illustrerad i figur 2.5. Den kallas, efter sin frekvenfunktions utseende, ocksa
for rektangelfordelning och karaktiriseras av att den begrinsas av en undre
och en 6vre grins och att fordelnigen av variabelvirdena upptrider med
precis samma frekvens for alla viirden déremellan.

En likformig férdelning mellan grénserna a och b har viinteviirdet lika
med medelvirdet av de tva grinserna och variansen lika med en tredjedel
av kvadraten pa halva vidden:

a+b o (b—a)?
Hy = D) 7UU:W7 (2~6)
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déir indexet U ér valt efter engelskans “uniform”. I fallet da férdelningen har
vintevirdet noll kommer nedre grinsen att vara lika med —b och standar-
davvikelsen blir:

b

OuUy = % .
Notera att hojden pa frekvensfunktionen blir lea i enlighet med kravet att
ytan under hela frekvensfunktionen skall vara lika med ett. Det dr ocksa litt
att rdkna ut hur stor andel av fordelningen som iy + o técker, ndmligen
200 2(b—a) 1

v s iy S

och for motsvarigheten till normalfordelningens 95%-iga konfidensintervall
far vi for pp £ 1.960 :

3.92 0y 3.9
b—a 23

dvs. hela fordelningen téicks av plus/minus tva standardavvikelser.

=113%,

2.2.1 Raikneregler for vantevirden och varianser

Eftersom viintevirdet #dr definierat som en integral, vilket i sin tur kan ses
som en summa (se approximationen 2.3) s dr ocksa vénteviirdet av linjr-
kombinationer av stokastiska variabler lidtta att rikna ut:

E[aX +bY] = E[aX] + E[bY] = aE [X] + bE[Y] (2.7)

Motsvarande regel giller déiremot inte for medianer.
For spridningsmattet géller att variansen #r definierad som integral (2.2)
och foljaktligen adderas varianser och inte standardavvikelser,

Var [aX + bY] = Var [aX] + Var [bY] 4+ 2Kov [a X, bY] = (2.8)

a? Var [X] 4 b* Var [Y] 4 2abKov [ X, Y]

Konstanter kvadreras och det tillkommer en term som beskriver samvaria-
tionen mellan de bada stokastiska variablerna, kovariansen. Skattningsfor-
meln for denna storhet &r om man har m st observationspar (X;,Y;):
— 1 &
Kov[X,Y]= ——=> (X; = X) (v, - Y) (2.9)
i=1

Om de bada stokastiska variablerna samverkar, dvs har en tendens att vara
stora respektive sma samtidigt s& blir denna summa positiv, medan den blir
negativ om variablerna tenderar att motverka varandra. Om de ér oberoende
tar de olika bidragen ut varandra och summan tenderar att bli lika med noll.
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Med dessa regler kan vi t. ex. rikna ut variansen for medelvirdet av ett
antal oberoende observationer pa en stokastisk variabel med variansen o2:

1 znjx _L zn:Var X)) = izn)ﬂ _ 7 (210
n =1 ' _TL2 =1 c n2 =1 - n '

vilket dr den matematiska formuleringen av den forsta viktiga metoden for
forbéttrad matnoggrannhet som anges pé sidan 10. Alla kovarianstermer blir
lika med noll d& vi antar att de olika observationerna &r oberoende.

Var [7] = Var

Dessa riakneregler kan ocksa anvindas for att gora en praktisk omskriv-
ning av normalférdelningen. Eftersom normalférdelningens parametrar &r
lika, med dess viinteviirde resp. standardavvikelse sa far man:

Om X ~ N (p,0) sa giller att X — u~ N (0,0)

Om X ~ N (u,0) sa giller att

% ~N(0,1) . (2.11)

Dessutom kan man visa att summan av ett antal normalférdelade variabler
ockséd dr normalfordelad, vilket innebér att man ldtt kan rikna ut fordel-
ningen for varje linjirkombination av normalvariabler.

Dessa egenskaper hos normalférdelningen gor den mycket enkel att an-
vinda vid métosikerhetsanalys och det visar sig ocksa att den oftast ér en
utmérkt approximation till verkliga méitfel. Detta beror pa att mitfel oftast
#r en kombination av flera felkillor, vilket gér summan mer normalférdelad.
Ytterligare en anledning till normalapproximationens anvindbarhet i méto-
siikerhetssammanhang ér att man hér betraktar 95%-iga konfidensintervall
och inte kridver noggrannhet i férdelningens mer extrema svansar.

I niista avsnitt beskrivs hur man anvéinder métoséikerheten for att avgora
om skillnader mellan métviirden endast ér orsakade av slumpen eller avspeg-
lar en systematisk skillnad mellan métobjekten. I enlighet med ovanstaende
resonemang utgéar vi ifran att métfelen &dr normalfordelade.

2.3 Jamforelse av mitvirden

2.3.1 Variansen ér lika och kind
Jamfor tva mitvirden

Vi betraktar situationen att vi vill jamfora tva objekt med avseende pa na-
gon egenskap som vi kan méita. Varje objekt miits en gang och ger resultaten
X resp. Y. Objektens egenskaper jamfors genom att betrakta differensen
mellan métvirdena, X —Y. Vi antar forst att mitosikerheten dr densamma
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for de bada objekten, samt att vi kiinner dess standardosikerhet, u. Vi an-

tar vidare att métfelet 4r normalfordelat med viinteviirdet noll och variansen
2 2

o° = u”.

Véntevirdet for den intressanta differensen #r enligt rikneregel (2.7):
EX-Y]=E[X]-E[Y]
och variansen for differensen enligt (2.8),
Var [X — Y] = Var [X] + Var [Y] = 0% + 0% = 207

dir vi antagit att de bada métningarna &ér okorrelerade, dvs. kovariansen &r
lika med noll. Med hjilp av (2.11) bildar vi foljande normaliserade variabel,

_ XY - (EX]-E[Y)
- o

Fn sadan normaliserad variabel kallas ibland for statistika.Vi vill nu kon-
trollera om den uppmaitta differensen X — Y #r statistiskt signifikant, dvs.
att den troligtvis inte beror pa slumpen, vilket representerar métosikerhe-
ten i detta fall. Detta kan goras genom att berikna ett konfidensintervall
for den uppmitta differensen. Om konfidensintervallet técker nollan sa be-
traktar vi inte differensen som signifikant, utan konstaterar att de bada
vinteviirdena kan vara lika.

Eftersom vi kéinner fordelningen fér den normaliserade variabeln Zjy sa
kan man bestdmma ett tal zg som uppfyller

2

~ N (0,1) . (2.12)

P(—Zo < ZO < Zo) =D (2.13)

dér p dr en lampligt vald stor sannolikhet, t. ex. 95%. Om vi viljer p = 0.95
s& soker vi det intervall som dr symmetriskt kring noll och som técker 95%
av fordelningen. Det innebér at 2.5% av fordelningen skall understiga den
undre grénsen och i en normalfoérdelningstabell finner man att sannolikheten
0.024998 motsvarar viirdet —1.96. Alltsa kommer valet av zp = 1.96 att ge
ett 95%-igt konfidensintervall,

P(—1.96 < Zp < 1.96) ~ 0.95

Genom att nu sétta in uttrycket for Zy (2.12) i (2.13) sa far vi foljande
resultat,

X-Y-196V20 <E[X]-E[Y]<X -Y +1.96V20
eller enklare

E[X]-E[Y]=X -Y £196v20  (med konfidensen 95%)  (2.14)
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Om detta konfidensintervall nu inte técker nollan, sa betyder det att den
verkliga differensen mellan vintevirdena &r signifikant skild fran noll med
signifikansnivan 5%. Om det déremot téicker nollan s& kan den uppmiitta
differensen vara ett utslag av méitosiikerheten och man kan inte uttala sig
om det finns nagon skillnad eller inte.

Problem 2.3.1 Twa stalror skall jimfiras med avseende pd deras ytterdi-
ametrar. Roren mdts med skjutmatt till 37.22 resp. 37.31 mm. Mdtosdiker-
heten vid skjutmdattsmdatning under de rdadande forhallandena har tidigare
bestimts till u = 0.05 mm. Bestdm ett konfidensintervall for differensen av
diametrarna och svara pa fragan: Har roren signifikant olika diametrar?

Problem 2.3.2 Kontrollera vilken sannolikhet som motsvaras av zg = 2 4
(2.13) och diskutera vad en sidan avrundning av zo = 1.96 egentligen in-
nebdar. Anvand en normalfordelningstabell eller nagot datorprogram. I Excel
(2002) finns nomalférdelningen representerad i funktion/statistik/normsford.

Forbittring av noggrannhet genom upprepade métningar Om ett
konfidensintervall técker nollan kan ingen statistiskt signifikant skillnad kon-
stateras. Man kan dock inte vara siker pa att ingen skillnad foreligger; en
noggrannare undersokning skulle kunna visa annorlunda resultat. En sadan
mer precis undersékning kan genomféras genom att minska standardavvi-
kelsen o. Detta kan goras pa tva sétt i méitsammanhang, antingen genom
att forbéttra métsystemet och ddrmed minska wu, eller genom att genomfo-
ra upprepade méitningar och jimfora medelvirdena. Notera emellertid att
detta forutsdtter att métosikerheten dr av slumpmaéssig natur. Om n upp-
repade métningar gors pad X med miétosikerheten u sa blir variansen for
medelvirdet enligt (2.10)
» v

0% = —
X n

och vid m upprepningar av Y-métningar blir

Variansen for differensen blir

= u?  u? o1 1
VarE—Y]:Varﬁ]—l—VarW]:;—FE:u -+ —

n m

och

= = 1 1
EX|-E}Y]|=X-Y £1.9604/—+ — (med konfidensen 95%) .
n.om
(2.15)
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Om miétosikerheten vid varje métning ér given och kiind som i ovanstaende
fall ges precisionen i jimforelsen alltsa helt av antalet upprepningar. Man
kan didrmed ldgga upp ett test sa att en féreskriven minsta skillnad E kan
detekteras med en onskad signifikans. Detta gors genom att vilja antalet
upprepningar sa att

1
+—<E

m

[T, 1. E
n m - 1.960

vilket i det enklare fallet da n = m ger foljande kriterium

n>78 (%)2

1.960

3=
IN

dvs.

Problem 2.3.3 I exemplet frin problem 2.3.1: Anta att det forsta roret
mdatts vid ett tidigare tillfille med atta upprepningar. Hur manga mdtningar

behdver man géra av det andra réret for att kunna detektera en skillnad som
ar 0.06 mm med 95% konfidens?

Jamfor vintevirde med grinsvirde

FEn liknande situation som ovanstaende uppstar da man provar mot godkin-
nande med avseende pa nagot grinsviirde g. Vi antar igen att ett objekt
provas eller mits sa att métosikerheten bidrar till slumpmaissighet i resul-
tatet. Vi har alltsa resultatet X och antar att vi kiinner variansen o2. Vi
bestimmer da ett konfidensintervall for mitvirdet X och kontrollerar om
detta ticker det aktuella gransviirdet.

Vi bildar foljande normaliserade variabel

X-E[X
Zy = A ~ N(0,1)
o
och far konfidensintervallet
E[X] =X £+ 1.960 (med konfidensen 95%)  (2.16)

Jamforelsen med gréinsvirdet g kan beskrivas grafiskt, vi antar att kravet
giller att X inte far 6verstiga grinsen!:
X-20 X+20
1 1

Ll ] T

g

< 7 '

~
95%
2.5% 2.5%

T illustrationen har den exakta grinsen 1.96 ersatts av det avrundade virdet 2. Vi
skall senare allmént inféra denna avrundning.
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Vi ser att om hela konfidensintervallet ligger under griansviirdet sé &r
sannolikheten for att det sanna viirdet dverstiger grinsen hogst 2.5%, dvs.
konfidensgraden blir i ett sadant ensidigt fall hogre &n i det allménna dif-
ferensfallet (2.14). Detta beror pa att vi mycket vél kan tillata det sanna
virdet att ligga under den léigre konfidensgrinsen och att detta undre inter-
vall déirmed kan inkluderas i konfidensomradet.

Problem 2.3.4 FEtt stalror skall jamforas mot en minsta diametertolerans
som dr 37.15 mm. Réret mdts med skjutmdatt fyra ganger och medelvir-
det berdknas till 37.22 mm. Madtosikerheten vid skjutmattsmdtning dr som
i tidigare exempel o = 0.05 mm. Bestim ett 95%-igt konfidensintervall for
diametern och svara pa fragan: Ar réret godkint pé signifikansnivin 2.5%2

2.3.2 Variansen ar lika men okind

I ovanstaende avsnitt antog vi att métosikerheten var kiind, o = u. Ofta &r
emellertid métosidkerheten skattad ur en begrinsad méngd métningar eller
bedémningar och den ér sjilv oséker till sin storlek. For att i sadana fall fa ett
konfidensintervall att téicka 95% av métfallen méaste intervallet goéras nagot
storre for att kompensera for osikerheten i w. I fall med normalférdelade
fel och osiikerhetsskattningar genom statistiska forsok har man faktiskt full
kontroll 6ver detta med hjilp av t-féordelningen som behandlas hérnést.

Jamfor tva vintevirden

Den tidigare hirledningen av véntevirde och varians for skillnaden i véinte-
virden utfors pa liknande sétt nér variansen ér okiéind och statistikan i detta
fall blir snarlik den tidigare angivna (2.12)

_ XY - (EX]-E[Y])
— V35,

Standardavvikelsen o 4r hér ersatt av den skattade motsvarigheten S, som
dr den sammanviigda standardavvikelsen, skattad ur upprepade métningar
pa samma objekt. Statistikan kallas héir for T och den ér nu inte lingre
normalfordelad utan foljer en annan parametrisk férdelning, nimligen t-
fordelningen. Parametern v motsvaras av antalet frihetsgrader i skattningen
av S, vilket kommer att behandlas i det foljande. Vi antar forst att métosé-
kerheten dr densamma for de bada populationerna men eftersom viintevér-
dena kan vara olika s& kan inte formeln (2.4) anviindas. Stickprovsvariansen
antas ha bestdmts for varje métsystem for sig och sammanvigs sedan till
en gemensam skattning. Anta att man i tidigare referensmétningar gjort n
upprepade métningar pa x och m miétningar pa y. De tva métsystemens
respektive mitosikerheter skattas var for sig enligt:

T

~ t(v) (2.17)

m

1< —\2 1 =12
ng:n—1z;(Xi_X) : S%:—m_lz;(yi—y)
1= 1=
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och eftersom vi hir antar att de verkliga variansera ér lika kan de bada

skattningarna sammanvégas till en skattning av den gemensamma variansen:

n—1)5% + (m—1)S%
n+m-—2

Sy = ( (2.18)
Man viktar alltsa varje enskild skattning med dess antal frihetsgrader vid
sammanvigningen och slutresultatets antal frihetsgrader dr summan av stick-
proven minus tva, dvs vi har foérlorat en frihetsgrad per medelvirdesskatt-
ning. Konfidensintervall for differensen mellan vintevirdena bildas nu helt
i enlighet med (2.14), men med den sammanvigda stickprovsvariansen och
kvantil ¢g go5 fran t-férdelningen.

E[X]-E[Y] =X —Y +Vv2S,tg025  (med konfidensen 0.95) (2.19)

I foljande tabell anges 2.5%-kvantilerna fran ¢-fordelningen vid olika an-
tal frihetsgrader?.

Tabell 2.3.2

frihetsgrader 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 18 30

t0.025 43 32 28 26 24 24 23 23 22 22 21 20

Notera att vid 30 frihetsgrader &r t-faktorn i det nédrmaste densamma
som i normalfordelningsfallet, dvs. variansskattningen kan betraktas som
siker i sddant fall.

Problem 2.3.5 Stdlror fran tvd olika tillverkningsskift (A resp. B) skall
jimforas med avseende pd deras ytterdiameter. Atta ror fran vardera skift
mdts med skjutmatt med foljande resultat © mm:

A 837.33 37.832 37.38 37.532 37.37 3713 37.25 3723
B 3709 3728 3714 8739 38717 37.530 37.27 3716

Bestdm ett konfidensintervall for differensen av diametrarna och svara pa
fragan: Har réren signifikant olika diametrar?

2.3.3 Varianserna ir olika och okinda

Ibland é#r varianserna i tva populationer inte alls lika och d& fallerar de
hittills visade metoderna for jamforelser av viintevirden. Den naturliga nor-
maliserade variabeln i detta fall &r

_X Y- (EX]-E[])
~ Jses

?Excel (2002) ger dessa kvantiler med kommandot TINV(0.05,).

T*

~ t(v) (2.20)
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Denna statistika har ingen kéind fordelning, men ér approximativt ¢ -férdelad.
Speciellt maste antalet frihetsgrader bestimmas. Detta kan goras enligt
Welch-Satterwaites approximationsformel
(S3+53)°
Veq = W (221)
o514 22
V1 Vo

och konfidensintervallet blir i detta fall

EX]-E[Y]=X Y +tp0251/5? + 52 (med konfidens 95%), (2.22)

dér £g.025 da tas ur tabell med antalet frihetsgrader lika med v,.

2.3.4 Endast konfidensintervallen ir kinda

I manga fall har man sjilv inte kontroll 6ver métosiikerhetsberikningarna,
men vill #nda jaimfora nadgon mitt egenskap mellan olika produkter, sig A
och B. Om respektive produktegenskap y ér angiven med ett métosiker-
hetsintervall enligt standardmetodik betyder det att man har tillgang till de
utvidgade métosikerheterna U,, och Uy, och det enklaste underlaget for
att avgora om skillnaden ér signifikant bor vara att kontrollera om konfi-
densintervallen téicker varandra eller inte. Situationen illustreras nedan

9BinB S‘/AiLJYA
: H YA

| |} b U, > Uy (Signifikansniva?)

Vi skall nu beriikna vilken signifikansniva man far vid en sddan forenklad
metodik. Anta forst att bada produkternas méitosikerheter ér bestdmda
med ett s& stort antal frihetsgrader att normalférdelningsapproximationen
har kunnat anvéndas vid bestdmning av Uy, och U,,. Vi utgar fran att
vi endast intresserar oss for hiindelsen att A &dr storre én B och skall nu
berikna sannolikheten foér att konfidensintervallen precis sammanfaller i sina
respektive yttervirden, givet att vintevirdena ér lika. Griinsfallet betyder
att vi observerat foljande situation:

U+ Uy, = Ga— Uy, (2.23)
yB+1.96 - uy, = ya —1.96 - uy,

Detta grinsfall illustreras hér:

| | | M, > My (Signifikansniva?)

Om vi antar att egenskaperna &r lika sa giller att skillnaden mellan
vintevirdena dr noll:

E[yal —Elyps] =0
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I enlighet med ovanstaende teori skall man d& betrakta foljande normalfor-

delade statistika R
YA —YB

\J UL+ ug

I grinsfallet med sammanfallande konfidensgrénser (2.23) blir denna sta-
tistika:

Z = N(0,1)

ya—ys _ 1.96( UA+UB)

,/u124+uB ,/uA—i-uB

For att forenkla detta uttryck antar vi hérnist att mitosikerheterna i de
bada fallen ér proportionella med proportionalitetskonstanten c, w,, =cu,.

Zlim =

1.96 (ua +up)  1.96up(c+1)  1.96(c+1) | 1.96V2 fore=1
VUL +ug upvVe? +1 Ve +1 1.96 forec=0

I fallet med ¢ = 0 har y4 ingen varians, dvs. den &r en bestimd gréins och
vi ser att resultatet sammanfaller med resultatet (2.16). Vi har dérmed en
signifikansniva péa 2.5%, eftersom vi endast ser till det ensidiga fallet precis
som i (2.16). I fallet med ¢ = 1 dr de bada mitosékerheterna lika stora och
vi far en mycket lidgre signifikansniva, ndmligen 0.2 %. I figur 2.6 illustreras
signifikansnivan for olika proportionalitetskonstanter. Figuren visar att den
verkliga signifikansnivan beror kraftigt pa relationen mellan de bada oséker-
heterna. En omedelbar slutsats tycks vara foljande: Om konfidensintervallen
inte técker varandra och #r av ungefir samma storlek sa ér signifikansnivan
hogst 0.5%, dvs. det &ér bara 0.5% sannolikhet for att métsodkerheten skulle
ge ett sa extremt resultat vid lika egenskaper. Notera dock att detta giller
om antalet frihetsgrader &r stort.

Vi antog i denna forsta beréikning att antalet frihetsgrader var tillrickligt
stort for att anviinda normalfordelningsapproximationen. Men, om endast
konfidensintervallen ér kiinda s& vet man ingenting om den bakomliggande
beridkningen, som mycket vil kan vara grundad pa ett fatal forsok i kom-
bination med ¢-férdelningen. Om inte dessa férhallanden dr kiinda sa #r en
mojlig praktisk metod for att avgora skillnader att énd& anta normalfordel-
ning och ddrmed skatta varje standardosikerhet som halva den utvidgade
osikerheten, u = %, och anviinda standardmetodiken (2.22).

Zlim =

27
2 U2
Elyal —Elyp] = §a — s + 1961/ 55 + 55" - (2.24)

Hur bra blir denna approximation? Det finns inte nagot enkelt sitt att be-
stdimma detta matematiskt, men man kan kontrollera genom att simulera
tdnkbara situationer, vilket vi gjort for att fa en grund for en tumregel.
Foljande procedur har genomforts: For standardavvikelser som skiljer sig
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Figur 2.6: Signifikansnivéd for detekterad skillnad vid jaimforelse av tvd konfi-
densintervall som sammanfaller i évre resp. nedre grins. Angiven som funk-
tion av relationen mellan konfidensintervallens storlek.

maximalt en faktor 5 har vi gjort foljande: 1) simulering av n4 A-métningar
och skattning av standardavvikelsen ger ett simulerat w4, 2) simulering av
np B-mitningar och skattning av standardavvikelsen ger ett simulerat up,
3) berikning av konfidensintervall for differensen mellan en A-métning och
en B-métning bildas enligt (2.24). 4) Simulering av 10000 nya métningar
A och B ger 10000 differenser och 5) kontroll av hur stor andel av dessa
differenser som overskrider konfidensintervallets 6vre grians ger den verkli-
ga signifikansnivan. Olika kombinationer av m4 och np, bada i intervallet
[3,40] ger resultat som visar att den verkliga signifikansnivan varierar for
olika kombinationer av frihetsgrader och osiikerheter, men att den hamnar
i intervallet [0.015%,0.035%)], vilket motsvarar den acceptabla approxima-
tionsniva som behandlas i avsnitt 3.2. Slutsatsen dr att approximationen
(2.24) tycks vara acceptabel om de angivna konfidensintervallen ursprung-
ligen ér beriknade med hjilp av t-fordelningen. Den kan alltsd anvindas
for att bestimma konfidensintervall for skillnader utifran konfidensinterval-
len for respektive miéitvirde. Speciellt kan man i fall med icke 6verlappande
konfidensintervall konstatera att skillnad foreligger med mycket stor sanno-
likhet, ndmligen med minst 99.5 % sannolikhet om intervallen &r ungeféir
lika stora.
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Tumregel 1

Vid jamférelse av tva mitvirden som &dr angivna med 95%-
iga méitosikerhetsintervall fas ett approximativt 95%-igt kon-
fidensintervall for deras differens genom formeln

N N U2 U2
yA—szyA—yBi%/%Jr%

dér téackningsfaktorn 1.96 i 2.24 har ersatts med 2 i enlighet med konventio
nen som presenteras nésta kapitel.

Tumregel 2

Vid jamforelse av tvA mitvirden som dr angivna med 95%-iga
métosikerhetsintervall av ungefir samma storlek giller:

Det storre mitvirdet representerar ett verkigt storre vintevirde
med minst konfidensen 99.5% om intervallen inte 6verlappar.

2.4 Sammanvigd standardavvikelse

Den sammanviigda standardavvikelsen som bestimdes for tva stokastiska
variabler i (2.18) kan generaliseras till ett godtyckligt antal stokastiska vari-
abler. Detta #r en viktig metod i métosikerhetssammanhang eftersom man
ofta kan anta att miitfelen har samma varians for métningar av objekt med
olika nominella matt. For att skatta en sddan gemensamma varians maste
man da skatta avvikelserna fran respektive nominella matt for sig och se-
dan viga samman resultaten till en gemensam standardavvikelse. I en sadan
sammanvigning #r det forstas naturligt att ldgga storre vikt vid skattningar
grundade pa flera métningar och sammanvigningsformeln for métningar av
m stycken objekt blir:

S?S‘V: 1/18%—|—V283—|—...—|—l/m82n7 (2.25)
vi+uveo+...+vm,

dér v1,ve, ... vm betecknar antalet frihetsgrader i respektive s-skattning och
antalet frihetsgrader i sammanviigningen blir det som ges i nimnaren, nim-
ligen summan av antalet enskilda frihetsgrader.

I fallet med n; upprepade métningar pa ett objekt med okdnt nominellt
vérde blir v; = n; — 1. Skattningen av respektive standardavvikelse &r som
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tidigare:

n; — 1 im1
Problem 2.4.1 Hur ser sammanvdgningsformeln ut om lika mdnga mdt-
ningar gjorts pa varje variabel?

I andra fall kan de olika ingaende standardavvikelserna vara skattade pa
nagot annat sitt och antalet frihetsgrader bestims enligt just den skattning-
en. Som vi skall se i niéista avsnitt om linjir regression sa kommer standar-
davvikelsen for mitfelet dér att ha endast n — 2 frihetgrader.

2.5 Linjir regression

En statistisk metodik som #r mycket anvindbar i kalibreringssammanhang
ar linjir regression. Allmént behandlar den situationer nir en foreteelse kan
ses som en linjirkombination av ett antal kiinda variabler, samt en slump-
maéssig storning. I kalibreringssammanhang #r situationen typiskt sddan att
man har ett instrument som skall kalibreras inom ett givet métomrade och
dess utsignal ses som en linjir funktion av referensens signal stord av ett
slumpmaiissigt métfel; ett méatbrus. Vi skall i ett senare kapitel behandla den-
na kalibreringssituation, men behandlar forst kort den allménna statistiska
teorin bakom linjér regression.

Antag att det finns ett linjért samband mellan storheterna x och y, dar
x antas vara kiind

y =B+ prz

Linjér regression gar ut pa att bestdmma koefficienterna 3, och §; ur
ett antal métta viirden. Vid observationer av y fas en summa av det verkliga
viirdet y(z) och en slumpméssig stérning ¢,

Y () =B+ bz +e (2.26)

Vi antar nu att vi gjort n observationer av Y vid olika z-vérden. Vi har
alltsa tillgang till tal-paren

(x1,Y1), (22, Y2) ... (zp, Yn)

Storningen modelleras som en normalférdelad slumpvariabel med vintevér-
det noll och en viss okind varians, € ~ N (0, 02) . Regressionen gar nu ut
pa att bestdmma uppskattningar Bo och /5\1 av koefficienterna (3, och 3, sa
att felet, dvs avstandet mellan den uppskattade réita linjen och de uppmétta
virdena, blir sa litet som mojligt. Det vanligaste séttet att genomfora detta



36 KAPITEL 2 STATISTISKA GRUNDER

Ar att definiera felet E/, som skall minimeras, som summan av kvadraterna
pa avstanden till den rita linjen,

n
~ ~ 2
£=3 (= o+l
i=1
och regressionen kallas da for minsta-kvadratmetoden. Losningen ges av

Bl _ Z?:l Y (z; — 7)
> iy (@i — 7)?

diir 7 och Y anger medelviirdena av de anviinda z-viirdena resp. observerade
Y -virdena.

For att bestdmma egenskaperna hos storningen € kan man bilda s.k. resi-
dualer, dvs differenserna mellan de observerade Y -virdena och motsvarande
virden fran den linjéra anpassningen.

Bo=Y - B,

e = Yi— |Bo+ Bui] (2:27)

Genom att studera dessa residualer kan man bedéma rimligheten i modellan-
tagandet (2.26), t. ex. : Ar sambandet linjéirt och ir stérningarna oberoende
och normalfordelade?

2.5.1 Konfidensintervall fér linjen

Om modellen bedéms som rimlig kan stérningens varians skattas fran resi-
dualerna,

2 I 2 1\ 3. .48 2
s Zn_Q;%:m;(Yi—[ﬁoJDBMiD ; (2.28)

dir n — 2 i ndmnaren anger antalet frihetsgrader i skattningen, som ér lika
med antalet observationer i summan minus antalet parametrar som skat-
tats ur samma datamaterial. Med hjilp av denna skattade varians kan man
berikna ett antal olika intressanta storheter, nimligen osékerheten i de skat-
tade koefficienterna, osikerheten i den skattade regressionslinjen, samt pre-
diktionsosiikerheten vid en ny beriknad Y for ett givet x.

Vi berdknar forst varianserna for de skattade koefficienterna,

> iy Yi (2 —T)
Sy (mi — )

_ Var[p i, Vi (i — 72)]
(X (@i -27)
> Var [V (w — )] 300 (zi — z)* Var [Y] _

(Cm-2?) (S -m?)

Var [51} = Var
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N 229
Cotn-m) S S )

eftersom variansen for Y; dr densamma som for €; , niéimligen 2. Variansen
for lutningskoefficienten minskar om summan i ndmnaren 6kar. Notera att
detta kan ske pa tva sitt, antingen genom att 6ka antalet métpunkter eller
att oka spridningen av métpunkterna.

Skattningen av den den andra koefficienten har variansen:

1 n
w2

Var [30} = Var [7 - Bﬁ} = Var

+ Var [Bﬁ} =

n = 1 n 9 92
> Y| +7* Var [51} ZEZVar[Yi]ﬂLn—:

1=1

_n02+ 7202 ~ g2 l+§—2
n? Y (@ —7)? noS (@ — )
diir det andra likhetstecknet giller eftersom kovariansen mellan Y och Blf
visar sig vara lika med noll.

Vi ser att den forsta termen i variansen for denna koefficient dr omvint
proportionell mot antalet métvéirden i regressionen medan den andra liknar
variansuttrycket for 3.

Pa grundval av dessa resultat beriknas ett konfidensintervall for den
skattade linjen,

1
—V
n2 ar

y(x) =B+ Bz
Variansen for denna skattning blir genom summering av varianserna av pa-
rameterskattningarna och deras kovarians

Var [ (z)] ~ s* (Z(x_—i) + l) (2.30)

i (T -7 n

Notera att variansen for linjen #r summan av tva termer, den andra #r
konstant ¢ver hela linjen, medan den forsta beror pa x, dvs var pa linjen
man befinner sig. Ju ndrmare regressionsmedelvirdet desto mindre varians.

2.5.2 Prediktionsintervall for linjen

Vid anviéindning av linjéir regression for kalibrering intresserar vi oss for mé-
tosiikerheten i nya avlidsningar. Detta betyder att vi vill veta variansen for
ett predikterat viirde, y*. Gor man en prediktion av y* fran ett givet z och
den skattade linjen s& giiller for detta

y* (z) = Bo+ b1z +e=7(z) +e
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och variansen blir,

Var [y* ((L‘)] = Var [3//\(.1?) + E] =

—\2 2
r—Xx g
( ) 20_2_’_;_'_0_2%

> iy (2 —T)

§? <Z7’($ (;?1_25)2 + % - 1)

Variansen fér den nya slumpméssiga storningen € maste alltsa tas med i
berékningen. Ett prediktionsintervall for ett predikterat y*(x) blir

Var [y (z)]+ Varle] =

z —7)?

(
iy (@i — )’ n

y*(z) :BO+leis-t\/2n +1i (2.31)

dér t dr tagen fran t-fordelningen med n — 2 frihetsgrader. Notera att om
antalet avldsningar vid regressionen &r stort sd domineras variansen for pre-
diktionen av den nya stérningen och de forsta tva termerna far litet infly-
tande. Detta ger en grundval for en forenklad approximativ skattning av
prediktionsintervallet.

2.5.3 Approximativt prediktionsintervall

Beriking av prediktionsintervall enligt formeln (2.31) kréiver kunskap, in-
te bara om den skattade variansen for slumpfelet, utan ocksa om samtliga
referensviirden som anvénts i referensprovningen och #r ibland allfér kompli-
cerat for behovet. Om antalet referensforsok ir tillrickligt stort sd kommer
de tva forsta termerna i rotuttrycket att vara foérsumbara och rotuttrycket
reduceras till en etta. For att avgéra hur manga referensférsck som krévs
for en sadan forenkling krivs en approximationsregel, vilken vi aterkommer
till i kalibreringskapitlet.

2.5.4 Bantningsexemplet

I det inledande bantningsexemplet, avsnitt 1.1, kan man skonja en trend
av minskande vikt. Vi skall studera denna trend genom att modellera den
som en rit linje. Da vagens slumpmiissiga variation inte innehaller négon
information om trenden, sa ér det fordelaktigt att minimera denna variation
genom att gora regressionen pa det dagliga medelvirdet. Modellen blir da
fsljande:
m(t) = Bo+ B (t—to) +¢,

dir m (t) alltsd anger det dagliga medelvirdet for dagen t, ¢y anger den
inledande dagen och ¢ &r det slumpmaissiga bidraget. En minsta kvadratan-
passsning enligt ovanstdende metod med hjélp av de 31 dagsmedelvirdena

ger skattningarna R R
Bo =916, B = —0.0412 .
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Utgangvikten skattas alltsa till 91.6 kg och den genomsnittliga viktminsk-
ningen till 41 g/dag, vilket innebér ca 1.2 kg/manad. Variansen for slump-
bidraget € skattas genom formeln (2.28) till

31
1
s = 29 ; (77 (t;) — [91.6 — 0.0412 (t; — to)])* = 0.225 .

Den anpassade linjen ses i figur 2.7 tillsammans med konfidensintervall och
prediktionsintervall beréiknade med (2.30) och (2.31). Residualerna i regres-
sionen, beréknade enligt (2.27), representerar de slumpmaéssiga bidragen och
om modellen dr rimlig bor dessa vara slumpméssigt férdelade 6ver de olika
dagarna. I figur 2.8 ses en plot av dessa residualer, vilken inte antyder nagon
systematik och didrmed kan ses som en verifikation av modellantagandet.
Det kan i detta fall vara intressant att studera ett konfidensintervall for
viktminskningen, vilket 14tt kan beriiknas med hjilp av (2.29):

52 ~0.225
SINCRE
Ett 95%-igt konfidensintervall for viktminskningen blir

B, = By +ts=—0.0413 + 2v/4.89 - 10-5
= —0.0413 £ 0.014 kg/dag, (med 95% konfidens),

—4.89-107° .

Var [51] =

dér vi anviint t = 2 eftersom antalet frihetsgrader i variansskattningen &r
29.
-O.(I)55 -0.041 -O.?Z? 0
| |
[

Konfidensintervallet téicker inte nollan och man kan ddrmed betrakta minsk-
ningen som signifikant. Denna slutsats forstérks vid studier av konfidensin-
tervallet i figur 2.7, som beskriver de grénser som innehéller den sanna linjen
med 95 % sannolikhet.

Regressionen utfors litt i Excel genom att anviinda “dataanalys”, “regres-
sion”. Virdena for x resp. y placeras i varsin kolumn i Excelbladet och i
dialogrutan for regression anges dessa kolumner. Kryssrutorna “Etiketter”,
“Konfidensniva” och “Konstanten dr noll” limnas ofyllda. Genom att kryssa
i lampliga rutor av de 6vriga alternativen kan man bland annat fa anpass-
ningen illustrerad, samt fa residualerna utskrivna och plottade (Microsoft
Excel 2002). Resutatet ses i nedanstaende tabeller, diir skattningen av s?
aterfinns i ANOVA-tabellen som MKv for Residual. Standardavvikelsen for
lutningen ges i den nedre tabellen som standardfel for X-variabel, vilket &r
precis roten ur den varians som angavs ovan:

Var [Bl] — /4.89 - 10-5 = 0.00699.



40 KAPITEL 2 STATISTISKA GRUNDER

Konfidensintervallet for denna koefficient anges i nedre tabellens sista tva
kolumner.

UTDATASAMMANFATTNING

ﬁegressfonsstat.‘sﬁk
Multipel-R 0.738220685
R-kvadrat 0544096978
Justerad R-kvar 0520273033
Standardiel 0474635911
Ohservationer H
ANOVA
7] WS RV E p-varae ror -
Regression 1 7.824405802 7.824406 3473203 2.13479E-0R
Residual 29 B6.533093198 0.225279
Totalt 30 14357504

Koemcienter  Standardrel f-kot p-varde  Nedre 85%  Owre 93%
Konstant 0162565748 0161971614 HGEHGBOG 3A2E-60 91.29438813 G1.55603
¥-variahel 1 -0.041248166 0006929057 -5 803389 2 13E-06 -0.05556285 -0.026833

Prediktionsintervallen ges inte av Excel, men kan litt beréiknas genom
formeln (2.31) och dess grinser ér utritade i figur 2.7. Det representerar
det intervall som man kan forviinta sig att 95% av framtida medelviirden av
tre métningar skall técka och en kontroll av de uppmiitta viirdena visar tva
observationer utanfor intervallet vilket betyder att 100 - % = 6% hamnat
utanfor. Intervallet técker dirmed 94% av virdena; ett rimligt resultat.

I figuren dr ockséa approximativa grinser angivna som negligerar osiker-
heten i skattningarna, dvs. grinserna i (2.31) har satts lika med £¢s . Dessa
ses som streckade linjer och avviker ytterst lite fran de fullstindiga i detta
fall, vilket torde betyda att 31 observationer &r tillrdckligt for att gora ett
forenklat prediktionsintervall. I kapitlet om kalibrering skall vi ange villkor
for att anvinda ett sadant enkelt intervall. T avsnitt 3.5.3 skall vi fortsétta
analysen av bantningsdata for att dela upp den slumpmaéssiga variationen i
maétosikerhet och kroppsvariation.
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Figur 2.7: Resultat av dagliga vagningar, anpassad rit linje, 95%-iga
konfidens- (grona inre linjer) och prediktionsintervall (roda yttre linjer),
samt approzimativt 95%-igt prediktionsintervall (streckat).
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Figur 2.8: Residualer fran regressionen av vdgningsresultat.



42 KAPITEL 2 STATISTISKA GRUNDER

2.6 Sammanfattning

Det viktigaste statistiska matt som anviinds vid métosidkerhetsangivelser &r
standardavvikelsen. Denna #r ett matt pa en stokastisk variabels spridning
kring sitt viintevirde och anviinds savil for populationerna av métfelsbidrag
som for den slutliga métosikerheten. I métosikerhetssammanhang beteck-
nas standardavvikelsen med bokstaven u och kallas standardosikerhet. Om
man gjort n; observationer pa en stokastisk variabel x kan dess standardav-
vikelse s; beréknas genom formeln:

e
1 d 9
i=1

dér T &r medelvirdet av observationerna. Om man har flera observations-
serier med samma standardavvikelse men med mojligen olika vintevirden
skattas standardavvikelsen genom sammanvigning av de olika observations-
seriernas enskilda skattningar:

5 V183 +v9ss + .. 4 Vst

S =
SV vi+vat ...+

dér v, v, ... v, betecknar antalet frihetsgrader i respektive s-skattning och
antalet frihetsgrader i sammanviigningen blir det som ges i nimnaren, ndm-
ligen summan av antalet enskilda frihetsgrader. I fallet med n; upprepade
métningar pa ett objekt med oként véntevirde blir v; = n; — 1.

Med hjilp av standardavvikelseskattningen s kan man bestimma ett
konfidensintervall om man kiinner den statistiska fordelningen for vari-
abeln. T fallet med normalfordelning ges ett 95%-igt konfidensintervall av
+1.96- s, vilket i miitosiikerhetssammanhang kallas fér den utvidgade mé-
tosidkerheten och betecknas med bokstaven U.

Konfidensintervallet for skillnaden mellan tva objekts egenskaper blir:

)

E[YA] —E[YB] =Ja — U £ty /4 + 5% (med konfidens 95%)

Den sanna skillnaden E[Y4] —E[Yp]édr lika med den uppméitta skillnaden
ya — yp med en viss osiikerhet som bestéms dels av summan av standar-

davvikelserna for de ingaende métningarna |/s% + s%, dels av en t-faktor
ty., motsvarande 95% konfidens och vars storlek beror pa noggrannheten i

skattningen av standardavvikelsen 1/8?4 + 32B' t-faktorn ges i foljande tabell
for olika antal frihetsgrader:
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Tabell 2.3.2

frihetsgrader 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 18 30

£0.025 43 32 28 26 24 24 23 23 22 22 21 20

Det ekvivalenta antalet frihetsgrader for standardavvikelsesumman 4/ s% + s%
ges av Welch-Satterwaite-formeln:

(sh +53)"

Ve =~ P
ZA + °B
va ' vB

déir v och vp #r antalet frihetsgrader i respektive standardavvikelseskatt-
ning.

Om antalet frihetsgrader bakom angivna osékerhetsintervall dr okéinda sa
kan ett approximativt konfidensintervall fér skillnaden bestimmas utdende
fran de utvidgade matosikerheterna U,, och Uy, genom tumregel 1:

Tumregel 1

Vid jamf6relse av tvA mitvirden som &dr angivna med 95%-
iga méitosikerhetsintervall fis ett approximativt 95%-igt kon-
fidensintervall for deras differens genom formeln

G, U

— =yas—1yp £2
YA —YB = YA — YB 1 A







Kapitel 3

Bestamning av mitosikerhet

For matstorheten y vill vi etablera foljande osékerhetsintervall
y=y=xU,, (95%) (3.1)

dér ¥ &r det uppmétta virdet som dr behéftat med osdkerheter och Uy ér
den utvidgade mitosikerheten som antas téicka ca 95% av alla métvirden.
Statistisk teori, samt antagande om ett normalfordelat totalt mitfel ger den
utvidgade mitsosikerheten via foljande samband

Uy =k - uy,

dér u, &r standardosikerheten for métviirdet y, vilket helt enkelt &ér stan-
dardavvikelsen for slumpvariabeln 7 och konstanten k, téckningsfaktorn,
dr det tal som man maste multiplicera standardosikerheten med for att
fa den onskade téckningsgraden 95%. Om miitfelet dr en normalfordelad
stokastisk variablel sa skall tédckningsfaktorn vara lika med 1.96, men med
tanke pa andra approximationer (se niista avsnitt) dr detta dr en onodigt
noggrann angivelse och istillet anviinds foljande allménna regel: Om stan-
dardosiikerheten anses vara kind sa kan konstanten k = 2 anvindas, medan
man i andra fall anvinder en storre tickningsfaktor, bestdmd enligt en t-
fordelningstabell, sasom behandlats i avsnitt 2.3.

For att fa fram en osdkerhetsangivelse behover man alltsa skatta wu,,
samt halla reda pa antalet ekvivalenta frihetsgrader i skattningen. Denna
standardosiikerhet dr oftast ett resultat av manga olika felkiillor i métningen,
vilket kan modelleras pa foljande sétt,

Z//\:y+f(€1,€2,...,€m) (32)

dér alltsa det sanna virdet symboliseras med beteckningen y, métvirdet
med y och métfelet som en funktion av de olika felbidragen e; med f.

Man kan identifiera tva olika angreppssitt for att ta reda pa métosiker-
heten hos y, ndmligen 1) att analysera varje felkiilla for sig, med avseende pa

45
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deras variation, samt med avseende pa deras paverkan p& métvirdet 7, vilket
vi hér kallar analysmetoden, eller 2) att genomféra upprepade métningar
med variation i de olika felkéllorna och direkt skatta variationen hos 7, vilket
vi kallar observationsmetoden. Det forsta angreppssittet representeras av
den ndmnda ISO-Guiden GUM [1] och tillimpas i kvalitetsstandarder for la-
boratorier sasom EN45000. Det kallas ibland pa engelska fér “the bottom
up approach” medan det andra kallas “the top down approach”, vilket re-
presenteras av ISO 5725 [10] och typiskt tillimpas inom kvalitetsstandarder
som QS9000.
Analysmetoden kan sammanfattas i formeln

uz% = Z Cfui , (3.3)
i=1

dér kinslighetskoefficienterna c¢; miiter respektive felbidrags inflytande pa

y och u, &r standardosikerheten for felbidrag e;. Om de olika felbidragen

samverkar s& maste formeln ocksa kompletteras med kovarianstermer.
Observationsmetoden representeras av féljande formel

n
u%: nilz(yi—gf , (3.4)
=1
dér man i en referensmétning gjort n upprepade observationer pa y, da
de olika felkiillorna tvingats variera inom sina respektive populationer. Me-
delviirdet 7 betraktas hir som en approximation av det sanna viirdet och
divisionen med n — 1 beror just pa att denna approximation av sanningen

hémtats ur det aktuella datamaterialet.
I det forsta angreppssiittet ligger svarigheterna i

e att identifiera alla killor till métfel. Hér visar ofta den ménskliga fak-
torn sina svagheter och viktiga kéllor till métfel kan litt forbises.

o att skatta felkillornas viintevirden och varianser. Héir handlar det forst
om att definiera vad man menar med sanning eller referens, t. ex.
vad det nominella viirdet dr for en felkilla, sedan att faststilla hur
stor variation man kan forviinta sig kring detta nominella viirde i den
aktuella métsituationen.

e att beriikna felkillornas inflytande pa y. Koefficienterna ¢; i (3.3) skat-
tas med hjilp av kinslighetsanalys, numeriskt, experimentellt eller
analystiskt.

I det andra angreppssittet ligger svarigheterna i

e att arrangera ett urval av métsituationer som representerar alla popu-
lationer av miitfel och vars medelviirde representerar den intressanta
referensen.
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3.1 Relativa osidkerheter

I modellen (3.1) utgick vi ifran att oséikerheten skall adderas till métvirdet.
Vi forutsitter da att osiikerheten dr densamma for olika viirden pa métvirdet
y, vilket inte alltid &r nadgon bra modell. Ofta &r felet istéllet proportionellt
mot métvirdet och man bor da anvinda relativa métosikerheter,

L Ury U
T =y<1i y>, (95%)

100

dér nu osdkerheten #r given som en procentuell storhet. En tumregel att ha
i atanke dr att man for storheter som brukar plottas i logaritmisk skala bor
anvinda relativa osékerheter.

Vid storheter déir métosikerheten ér proportionell mot métvirdet dr ofta
kvoter intressanta vid jamforelser istéllet for differenser och vid anvéindning
av kungsviig 2 pa sidan 10 skall d& kvoter mellan intressanta métvirden
studeras. Darmed kommer multiplikativa fel att elimineras (forkortas bort)
pa samma sitt som additiva fel elimineras vid differensbildning.

3.2 Approximationsniva

Rekommendationerna i denna handbok grundar sig pa att man intresserar
sig for 95%-iga konfidensintervall. Detta betyder att den statistiska teorin
blir speciellt anvindbar och avgsrande forenklingar kan goras i beréikningar
och skattningsmetoder. Om hogre konfidens #r nodviindig maste varje steg i
métosikerhetsberikningen goras med storre precision, vilket inte infor nég-
ra principiella svarigheter om den statistiska angreppssittet anvinds, men
krdver mer noggrann analys, samt mer precisa kunskaper om osikerhets-
komponenternas statistiska fordelningar.

For att gora kontrollerade approximationer for tumregler och andra for-
enklingar behovs en regel for hur mycket fel vi kan acceptera i berdkningarna
av mitosikerhet. En enkel regel ér foljande:

En approximation av ett 95%-igt konfidensintervall betraktar
vi som acceptabelt om tickningen ligger i intervallet 93-97%.

Detta kan man motivera med hénvisning till vad som egentligen menas
med 95%-iga konfidensintervall, vilket kunde uttryckas som “ritt sa sékert”
eller med nagot liknande vagt uttryck, som lika girna kunde betyda 93%
eller 97%. Ytterligare ett argument for en dylik approximation &r att man
i statistiska sammanhang i allméinhet talar om intervall motsvarande 90%,
95% eller 99% konfidens, medan viirden diremellan sillan forekommer.

En typisk egenskap hos ett mitfel &dr att det ofta #r sammansatt av
flera oberoende killor. Denna egenskap i kombination med att vi intresse-
rar oss for 95% konfidens gor att man oftast kan anta normalférdelning for
det sammanvigda felet. Normalfordelningsapproximationen kan teoretiskt
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motiveras genom den centrala grinsvirdessatsen i statistiken, som séiger att
man vid summering av odndligt manga slumpvariabler far en normalférdelad
summa oavsett vilken typ av fordelning de enskilda delarna har. I métosi-
kerhetssammanhang har vi forstas inte oéindligt manga felbidrag av samma
storleksordning, men vi kréver inte heller en korrekt normalférdelning, utan
nojer oss med en approximation som &r tillréickligt bra kring 95% téickning.
I figur 3.1 illustreras hur den centrala grinsviirdessatsen fungerar vid me-
delviirdet av likformigt fordelade slumpvariabler med samma variationsvidd.
Standardosikerheten for en likformigt fordelad variabel med variationsvidd
a

+a dr Z= ~ 0.58 - a (2.6) och om man anviinder k& = 2 enligt ovanstaen-

de rekommendation sa blir den utvidgade miitosikerheten for ett likformigt
fordelat métfel

Uy=2-058a=1.16-a

och hamnar didrmed utanfor variationsvidden +a. Den verkliga téicknings-
graden blir d& 100%. Om man beriknar motsvarande téickningsgrader for
medelviirdet av tva, tre, resp. fem likformiga fordelningar sa fas téthetsfunk-
tioner och tickningsgrader enligt figur 3.1. Vi ser att redan efter summering

en likformig,
et 3P0y o : .. tackni rad 100 %
Jamfor tackningsgraden for noss ’
medel var det av ett antal
likformiga fordelningar.
medelvarde av tva, medelvérde av tre, medelvéarde av fem,
tackningsgrad: 96.7 % tackningsgrad: 95.9 % tackningsgrad: 95.8 %

Figur 3.1: Demonstration av centrala grinsvirdessatsen.

av tre variabler blir férdelningen klockliknande och redan vid tva (triangel-
fordelning) uppfylls vart krav pa att 95% skall betyda 93-97%. Den likformi-
ga fordelningen betraktas ofta som den mest konservativa férdelningstypen
som upptrider i normala métosikerhetssammanhang vilket i kombination
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med resultaten i figuren motiverar foljande tumregel.

Tumregel 3

Om standardosikerheten u, &r bestdmd av minst 2 felkéllor av
samma storleksordning, sd kan normalférdelningsapproximatio-
nen anvandas,

Uy =2 uy

Om en enda felkilla dominerar bor konfidensintervallet for denna felkilla
beréknas direkt ur dess skattade fordelning.

Man maéste ocksa se upp med extrema fordelningar som kan uppkomma
i vissa sammanhang. Ett exempel ér fordelningar efter kvalitetssortering, da
det kan forekomma att produktpopulationer som #r klassade som lagkvali-
tetsprodukter helt kan sakna komponenter med litet fel, d& dessa sorterats
bort for en hogre klass. En dylik fordelning blir elakare #n den likformiga
och kriver en mer noggrann analys.

3.2.1 Té&ckningsfaktor

Om standardosékerheten for ett métviirde dr bestdmd med tillrackligt manga
frihetsgrader sa kan téckningfaktorn 2 anviindas. I tabell 2.3.2 har vi sett
att detta klart géller om antalet frihetsgrader dr minst 30. Med ovanstaende
approximationsregel kan detta emellertid modifieras ytterligare.

Istéllet for att anvéinda t-fordelningen for att bestdimma téckningsfaktorn
k vid olika antal frihetsgrader bestimmer vi nu istéllet hur manga frihets-
grader som krivs for att tidckningfaktorn 2 skall ge en téckningsgrad som
overstiger 93%. Det visar sig att denna griins gar vid 11 frihetsgrader och
vi kan formulera foljande approximationsregel for métoséikerheten:

Tumregel 4

Om standardosidkerheten u, &r bestimd med minst 11 frihets-
grader sa kan tickningsfaktorn k£ = 2 anvéndas

Uy =2 uy

t-fordelningen med elva frihetsgrader illustreras i figur 3.2 genom att dess fre-
kvensfunktion jimférs med normalférdelningens. Ytan under t-férdelningens
frekvensfunktion mellan -2 och 2 standardavvikelser técker 93 % av fordel-
ningen.
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Figur 3.2: Frekvensfunktioner for 1) normalférdelningen med vinteevirde
noll och variansen ett (bld) och 2) t-fordelningen med elva frihetsgrader.

3.2.2 Relevanta osidkerhetskomponenter

Felbidragen i en métning ér oftast ménga, men domineras normalt av nagra
fa komponenter. En métosikerhetsanalys enligt analysmetoden kan dérmed
bli alltfér omfattande om varje mojligt felbidrag analyseras i detalj. Det
angivna approximationskriteriet kan emellertid anvindas fér att bedoma
vilka bidrag i (3.3) som skall inga i det slutliga analysen.

Anta att termen i (3.3) for det storsta felbidraget &r {|cul},,, . Anta
vidare att ytterligare fem felbidrag har termer som ér lika med 20% av det

storsta, {|cul}y, ={|cul}s = {|cul}, = {|cul}; = {|cul}g = 0.2 {|cu|}, .y - Vi
far da den sammanviigda méitosikerheten till

m 6
=S = Y = (), (14502 =12 (),
=1 =1

Ett 95%-igt konfidensintervall skulle ddrmed vara £2/1.2 - {c?u?}, ... Hur
mycket fel blir resultatet om vi bortser fran alla osikerhetskéillor utom den
maximala? En sadan approximation innebir alltsa att konfidensintervallet
istdllet beréiknas till £2,/{c?u?}, .., vilket &r detsamma som att anvéinda

k-faktorn \/% pa den korrekta standardavvikelsen

2
2¢/{cu?}, . = Niw 1.2 {c2u?} .. = 1.83,/1.2- {u?} ...
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Denna téckningsfaktor ger téickningsgraden 93.25% enligt normalfordelningsta-
bell och uppfyller ddrmed vart approximationsvillkor. Slutsatsen av denna
rékning kan sammanfattas i en tumregel:

Tumregel 5

Om den nist storsta standardosikerhetskomponenten i en vari-
anssumma &r hogst 20% av den storsta, {|cul} ) < 0.2+ {[cu[}
si kan alla komponenter utom den storsta forsummas

max

Uy = {|Cu|}max

3.2.3 Systematiska fel

Systematiska fel halls pa en lag niva genom kalibreringar mot erkinda re-
ferenser, men nagot systematiskt fel aterstar alltid pa grund av exempelvis
métosikerhet i kalibreringarna, drift mellan kalibreringstillfillena, eller olin-
jéra transformationer. Som tidigare har papekats sa kan dessa aterstaende
avvikelser utifran en global horisont betraktas som en slumpméssig popu-
lation av bias och behandlas med statistiska metoder, men pa samma sétt
som i foregaende avsnitt om relevanta osiikerhetskomponenter kan en kind
bias negligeras om den ér tillréckligt liten till sitt belopp.

Betrakta ett métvirde som dels har en métosékerhet, u, och dessutom
har en kiéind bias gentemot det sanna virdet. Om man vid en mitning neg-
ligerar denna bias s& kommer man att ange métvirdet som

Yy =y E2u, (med ca 95 % sannolikhet),

dir métvirdet egentligen bestar av tva komponenter §y = y + B, dér y har
vinteviirdet noll och B ir viirdets bias. Man kan da fraga sig for vilka B
som det approximativa uttrycket ger minst 93 % téckningssannolikhet. I
figur 3.3 illustreras situationen nir man har en positiv bias lika med 0.4
och slumpfelet dr normalfordelat med variansen ett. Motsvarande situation
uppstar vid negativ bias och en kontrollberdkning med normalférdelning
visar att man faktiskt kan ha en bias s stor som 0.47-u, utan att understiga
tdckningsgraden 93%. Att acceptera en si stor bias kan dock vara riskfyllt
da varje annan approximation kan ge alltfor stora fel. Vi formulerar istéllet
en tumregel i samma storlek som for osékerhetskomponenter.

Tumregel 6

Om ett systematiskt fel dr hogst 20% av det sammanvigda
slumpmassiga felet si kan det férsummas.
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2\

Figur 3.3: Begrdinsad bias ger acceptabel tdckningsgrad utan justering.

Denna tumregel &r speciellt anviindbar vid regelbundna kalibreringar
av instrument, dir man kan sédtta ett villkor pa det systematiska felet vid
kalibreringen for godkinnande utan justering.

3.2.4 Avrundning

Nar man anger ett métviirde med sin métosikerhet dr det viktigt att ange
maétvirdet med en precision som star i proportion till métosikerheten, dvs.
att inte ange fler siffror én de som ér signifikanta. Vi kan anviinda approxima-
tionsregeln for att avgora ett lagom antal decimaler for savil métosikerheten
som for métviirdet.

For métosdkerhetsangivelsen u, giller att om denna dr berédknad pa ett
riktigt sdtt sa ger +tg.25 - uy ett 95%-igt konfidensintervall. Om man nu
avrundar u, till tva signifikanta siffror s& kommer detta att infora ett fel i
métosikerheten pa maximalt fem hundradelar. Konfidensintervallet éndras
da till 320,025 - uy (1 + 1—80) . Denna foréindring éndrar téickningsgraden med
klart mindre én tva procent och uppfyller dirmed var approximationsregel.

Exempel 3.2.1 Om u, = 0.1445 och vi avrundar till u;/ = 0.14 sa dar av-
rundningsfelet 8:(1)232 = 0.03. Om vi antar att tgoos = 2 sd skulle det 95%-
iga konfidensintervallet vara: +2 - 0.1445 = 0.289 . Efter avrundning till tvd

signifikanta siffror blir konfidensintervallet istdllet £2 - 0.14 = 0.28. Detta




3.3 BESTAM ANDAMALET MED MATNINGEN 53

motsvarar en dndring av tdckningfaktorn frian 2 till 2% = 1.94, vilket ger
tickningsgraden 94.2%.

For avrundning av métvirdet y véljer vi en rekommendation i enlighet
med Wheeler [6]: Avrunda métresultatet till samma decimalplats som den
mest signifikanta siffran hos standardosiikerheten delad med 1.35, dvs. for
% = 0.21 eller 1“—§5 = 0.98 avrunda till en decimal, for 1“—§5 = 1.2 el-
ler 11%‘5 = 8.1 avrunda till ndrmaste heltal. Denna regel ger i grinsfallet
med storsta avrundningen ett avrundningsfel som har standardavvilkelsen
5 1;; 7= 0.21 - uy, eftersom avrundningsfel dr likformigt fordelade. Denna
avrundning betyder alltsa att vi adderar ytterligare en métosikerhet till den

sammanvigda métosdkerheten u, och far

u, = uy\/1+0.212 = 1.02 -y

och om denna negligeras innebér det att tickningsgraden sjunker fran 95%
till 94.5%. Detta &r ett genomsnittligt resultat for alla avrundningar, vi skall
i foljande exempel se hur avrundningen verkar i det mest extrema fallet med
maximal avrundning i férhallande till standardosiikerheten.

Exempel 3.2.2 FEtt extremt fall intriffar t. ex. om mdtvdrdet dr 30.5 och
mdtosdikerheten dr 1.35. Vi far dd att %% = 1.0 och enligt avrundningsre-
geln skall man dd avrunda till ndrmaste heltal, dvs. 31. Vi anger resultatet
som 31+2.7 med tdckningfaktorn 2. Det verkliga konfidensintervallet skulle
dock vara 30.5+2.7. En kontroll med normalférdelningen visar att man som
resultat av avrundningen far tdckningsgraden 93.4%.

Tumregel 7. Avrundning

Den utvidgade métosidkerheten U, avrundas alltid till tva vér-
desiffror.

Det angivna métviardet avrundas till samma decimalplats som
den mest signifikanta siffran hos standardosikerheten delad med
1.35.

Exempel: u,/1.35 = 0.21 : avrunda till en decimal.
uy/1.35 = 8.1 : avrunda till heltal.

3.3 Bestim dndamalet med mitningen

I enlighet med resonemanget i inedningen av denna handbok maste man
relatera en métosikerhetsangivelse till det dndamal som é&r for handen. Om
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métosikerheten avser reproducerbarhet sa skall den kunna anviéindas av en
global betraktare vid jamforelser med métvirden fran andra globala aktorer.
Den maste da inkludera felkillor som i det egna laboratoriet #r konstanta,
men i ett globalt perspektiv kan variera. Om métosikerheten avser jimforel-
ser inom laboratoriet eller foretaget eller om den avser jamforande métningar
i tid eller rum sa #r det istéllet repeterbarheten inom den aktuella sfiren
som avgor métosikerheten.

Denna identifiering av éndamal eller betraktelsehorisont paverkar savil
sanningsviirdet som spridningen kring detta. Sanningen har vi definierat som
det virde man uppnar da alla variabler som paverkar métningen ér lika med
sina onskviirda virden (nominella eller medelvirden). Den beror dérfor pa
vilka 6nskviirda viirden man véljer i varje situation. I det globala perspektivet
#r métvirdet relaterat till nagon standardiserad SI-enhet, nominella virden
definierade i nagon standard, och medelvirden av andra variabler bestimda
av den population av acceptabla laboratorier som definierats. I det lokala
perspektivet kan mycket vil en lokal referens, lokala nominella virden och
medelvirdet av lokala 6vriga variationer bestimma sanningen.

3.4 Bestam alla killor till méatfel

Denna del i métosikerhetsutredningen ér tveklost den svaraste att genom-
fora. Den kriver inte kunskap i matematik, eller statistik, utan i forsta hand
en gedigen erfarenhet av mitningen ifraga. Om en enda visentlig kiilla till
miitfel férsummas, sa kan inga avancerade matematiska procedurer riadda si-
tuationen, approximationsreglerna kan forlora sin relevans och kalibrerings-
rutiner bli ett spel for galleriet. Det &r dérfor av storsta vikt att alla killor
till métfel kan kartlaggas, speciellt giller detta vid anvindning av analysme-
toden om ingen kontroll av den totala métosikerheten gors experimentellt.
Vid anvéindning av observationsmetoden #r det naturligtvis ocksa av storsta
vikt att man #r medveten om alla felkillor, da skattningen av métosikerhe-
ten hir forutsitter att forsoken dr gjorda med ett slumpmaissigt val av olika
mojliga felbidrag.

Det &r svart att ange ett generellt tillvigagangssitt for att forsikra sig
om att fa med alla felkéillor i utredningen. En mojlig vig &r att utga fran
figuren pa sidan 6, som vi upprepar hér i figur 3.4:

For de ovre fyra rutorna i denna bild kan man soka identifiera de killor
till métfel som kan upptrida i den aktuella métsituationen. I métmetoden
kan man finna underlag for att definiera det sanna viirdet genom nominella
virden pa miljovariabler, samt fa underlag fér hur mycket de olika felkillorna
kan bidra genom sina respektive tillatna intervall. For felkillor som inte
dr specificerade i médtmetoden eller i métsituationer utan given métmetod
maste man beddoma savil nominella viirden som tillatna intervall utifran
egen och kollegors erfarenhet.



3.4 BESTAM ALLA KALLOR TILL MATFEL 55

Matmiljé

Métobjekt Méatutrustning Operator

A

Matmetod

Figur 3.4: En éversiktlig bild av ett mdtsystem.

Métutrustningens bidrag till métosikerheten kan oftast himtas fran ka-
libreringar. Det kan emellertid tillkomma felkillor vid anviindningen av in-
strumentet da ju métsituationen kan skilja sig fran den ideala som anviints
vid kalibrering.

Métmiljons paverkan kan ibland uppskattas genom lingdutvidgningsko-
efficienter (temperatur) och liknande fysikaliska karakteristikor, men méste
i manga fall kontrolleras genom experiment om inte viilkontrollerade fysika-
liska samband &r tillgéngliga.

Mztobjektet bidrar till métosikerheten om métstorheten inte ér tillrack-
ligt viil definierad, vilket ofta &r fallet. Diametern fér en cylinder #r exem-
pelvis inte definierad om den dr oval, utan nagot medelvirde for yttermattet
far betraktas som det nominella virdet. Lingden pa ett rektanguldart bord
dr pa samma sitt endast viildefinierat om bordet verkligen #r rektangulért,
vilket aldrig intréffar exakt.

Ett annat sétt att systematiskt lista alla killor till métfel dr att anvin-
da ett s.k. fiskbensdiagram, vilket hjilper till att “bena” ut olika delar i
métprocessen. I figur 3.5 ses ett exempel pa ett sadant fiskbensdiagram for
en miétning av elektrisk spanning 6ver nagot objekt, placerat pa ett visst
avstand fran métutrustningen. Varje identifierbart objekt i métkedjan ana-
lyseras med avseende pa olika felkéllor.

Nir alla killor till métfel har identifierats skall deras bidrag till den to-
tala métosidkerheten bestdmmas. Som tidigare ndmnts kan detta ske genom
observationsmetoden eller genom analysmetoden, vilka behandlas nedan.
Oftast har man i en métosiikerhetsanalys anvindning for bada grundmeto-
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Voltmeter AD-omvandlare
avrundning olinjaritet kvantifierings-
nollpunktsfel fel olinjaritet

elektriskt brus

temperatur natstérning
vibration
induktans
natstérning
) ” atmosfariska
Kapacitans resistans ‘ stérningar
Ledningar Miljo

Figur 3.5: Fxempel pa ett fiskbensdiagram for listning av felkdllor.

derna och krav pa kvalitet i kombination med tillgang pa uppgifter, tid och
pengar avgor hur fordelningen sker.

3.5 Observationsmetoden

Den overligset sikraste metoden for att bestimma méitosikerhet &r att

1. definiera ett referensvirde for métningen,

2. genomfora ett statistiskt forsok over den population av métforhallan-
den som osikerheten skall avse.

3.5.1 Referens

Som tidigare har framhallits beror referensen pa vilket anvindningsomrade
som avses vid métosikerhetsanalysen.

Om anvindningen avser en global mitosikerhet gentemot en internatio-
nellt definierad enhet s& méaste métutrustningen vara kalibrerad mot denna
referens. Detta sker t. ex. genom en sparbar serie av kalibreringar lokalt - na-
tionellt - internationellt, dér varje kalibrering gors med en viss kontrollerad
métnoggrannhet och resulterar i en slutlig angiven métosékerhet, u,. ¢, som
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ar ett matt pa hur métinstrumentet under kalibreringsforhallanden éverens-
stdmmer med referensen. Denna oséikerhetskomponent méste inkluderas i
den slutgiltiga osiékerhetsangivelsen.

Om anviindningen avser en lokal métosikerhet kan man i vissa fall an-
vinda en gemensam referens vid det statistiska forsoket och métosikerheten
dr da helt bestdmd av det statistiska forsoket.

Om anviéindningen endast avser jimforelser kan man definiera medelvér-
det i det statistiska forsoket som referens.

3.5.2 Statistiskt forsok

For att fa en korrekt skattning av miitosikerheten inom ett arbetsomra-
de bor ett forsok genomforas med métningar som #r slumpmiissigt valda
ur hela det anvéindningsomrade som osékerheten skall avse. Om t. ex. det
handlar om ett globalt anvindningsomréade s bor man anvinda ett slump-
méssigt urval av miitlaboratorier i virlden, dér variationer i t. ex. tempe-
ratur, luftfuktighet, hantering, instrumentkvalitet osv. representerar alla de
forhallanden som #r accepterade enligt métinstruktion eller standard. Om
anvindningsomradet dr ett enskilt foretag sa bor man vilja ett korrekt ur-
val av instrument, operatorer och relevanta miljovariabler for ett statistiskt
forsok. Detta kan ske antingen genom att vilja samtliga representanter ur
populationen, t. ex. for operatoérer och instrument, eller genom att vilja
slumpmaéssigt ur populationerna.

Det overgripande statistiska verktyget for att skatta osikerhetskompo-
nenter ur ett statistiskt forsok dr variansanlysen, ofta forkortad ANOVA
enligt dess engelska bendmning ANalysis Of VAriance. Bakgrunden till me-
toden kommer att forklaras hér och anviindningen i olika métosékerhetssitu-
ationer kommer att expemplifieras. Sjilva utforandet av beriikningarna kan
létt programmeras i nagot ldmpligt programmeringsprak, men finns ocksa
tillgéingligt i manga etablerade program. Vi borjar med att analysera det
inledande bantningsexemplet.

3.5.3 Bantning

I det inledande bantningsexemplet i avsnitt 1.1 finns flera variationskéllor,
varav viktens naturliga variation ¢ver tiden tycktes dominera variationen,
se figur 3.6.

Mitosékerheten representeras hér framfor allt av tva felkiillor: 1) den
slumpmaéssiga variationen i varje métning som kan bero pa hur man stil-
ler sig pa vagen, med vilken hastighet det sker och andra orsaker som t.
ex. elektriskt brus i vigens elektriska komponenter och 2) den systematiska
avvikelsen fran den sanna vikten, representerad av det internationella re-
ferenskilot i Paris. Ovriga miitfel som instabilitet i tiden, miljopaverkan o.
dyl. bedoms som férsumbara i sammanhanget.
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Figur 3.6: Resultat av vigningar med en skattad linjdr trend.

For att analysera miétresultaten antar vi féljande matematiska modell
for miétresultaten

mix = mo+c(ty —to) +ex+B+ei, {i=1,2,3} , {k=1,2,...31} (3.5)

dédr k£ indikerar vid vilken dag viigningen skett och index ¢ anger vilken av
de tre dagliga vigningarna som avses. Begynnelsevikten betecknas med my,
viktokning per dag med konstanten c, dagsnumret med t;, kroppsviktsvari-
ationen med ep, vagens systematiska avvikelse fran referensvikt med B och
det slumpmaissiga felet vid méitning nr 4, dag t; med ;. For att illustrera
den matematiska modellen (3.5) har vi forstorat upp figur (3.6) kring dag
36 i figur 3.7.

Eftersom vi gjort upprepade miétningar vid varje viigningstillfille s& kan
vi uppskatta det slumpmiissiga miitfelets varians. Bilda forst medelvirdena
for varje dag:

my=mog+c(ty —to) +ex+B+2y, {k=1,2,...31},
dédr punkten som ersitter indexet ¢ anger att medelviirdet dr taget over detta
index. Hér #r de flesta termerna i modellen konstanta fér varje k£ och om

man bildar differenserna mot dagsmedelviirdet s& far man

M — M. =Eik — .k, {k=1,2,...31}.
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Figur 3.7: lllustration av komponenterna i den statistiska modellen for linjdir
regression.

Vi kan dérmed skatta variansen for det slumpmaéssiga felet enligt (2.5):

—

31 3 31 3
1 1
Varfea] = =22 > D (e —Fx)" =55 > D (ma =)’

k=1 i=1 k=1 i=1

Antalet frihetsgrader i denna skattning ér det totala antalet observationer, 3-
31 = 93, minskat med det antal skattningar i kvadratsumman som bestimts
ur samma observationer. Dessa #r alla medelvirdena m.;, dvs. 31 stycken.
Resultatet av exemplets observationer blir ddrmed

31 3
— 1
ue = \/ Var [g;x] = & ZZ (Mg, —mk)Q =0.15 kg
k

=1i=1

Notera att denna bestéimning av standardosikerheten kan ses som en sam-
manvigd standardavvikelse enligt (2.18), dér standardavvikelserna for da-
garnas slumpméssiga fel viigs samman till en gemensam skattning.

31 3

6_12 DD (ma =)’ =

k=1 1i=1
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3 3 3
1
@[Z(mu m1)2+2(mi2—m2)+ +Z(mz31 m31)]=
i—1 i1 i1
3 3
1 [3-1 3—-1
6—[3 1;mﬂ—ml +—3_1;<ml2—m2> b=

>
k=1

dér frihetsgraderna for varje daglig skattning #r som vid den vanliga vari-
ansskattningen (2.4), vy =n—1=2.

For att kunna vidare analysera variationerna i métresultaten méaste forst
den deterministiska viktutvecklingen elimineras fran resultaten. Da vi i den
enkla modellen antog en linjér trend kunde vi skatta viktminskningsstakten
med hjilp av linjér regression (i avsnitt 2.5). Modellen, medelvirdesbildad
over de upprepade vigningarna, skrivs da

M.y =a+c(ty —to) + By,

dir konstanten a ses som en summa av initialvikt och bias, a = mg+ B, och
felbidraget ér en summa av viktvariation och slumpfel, Ej, = e;+¢.;. Regres-
sionsanalys gav parameterskattningarna a = 91.6 kg och ¢ = -0.041 kg/dag
(se avsnitt 2.5). Med hjélp av dessa kan vi vidare analysera variationskom-
ponenterna. Om den skattade genomsnittliga viktminskningen tas bort fran
varje observation s& far man en skattning av just variationskomponenterna:

Ek =M. —a—E(tk —to)

och man kan skatta dess varians med den vanliga skattningsformeln

Var [E] = 292<Ek—Ek)—292mk—_ = 0.225,

dir antalet frihetsgrader ges av det totala antalet observationer i kvadrat-
summan minus antal parametrar skattade ur samma, resultat , vilket &r tva,
a och ¢. Om vi nu antar att viktvariationen &r oberoende av den slumpmés-
siga véigningsvariationen sa giiller enligt (2.8) att

Var [Ey| =Varle, +€x =Varleg]) + Var ey .

Variansen for slumpfelet har vi skattat tidigare till u2 och variansen for
medelviirdet av tre sidana slumpfel dr enligt (2.10) lika med u2/3. Diarmed

kan vi skatta viktvariationen o2 med

—

Var[ex] = Vﬁk] — ug/?) ,
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vilket 1 vart fall resulterar i standardavvikelsen for viktvariationen

\/Var [ex] = /0.225 — 0.152/3 = 0.47 kg.

Vi har alltsa nu delat upp variationen i observationerna i en deterministisk
trend, en slumpmiissig viktvariation ¢ver dagar och en slumpmiissig miitva-
riation. For syftet att kontrollera just viktfordndring ¢ver tid representeras
da méitosikerheten av repeterbarheten i métningarna, v, = 0.15 kg. For
att kontrollera BMI mot expertisens hilsokriterier ddremot, tillkommer en
miéitosikerhetskomponent, ndmligen det systematiska felet hos den aktuella
badrumsvagen. Detta fel skulle kunna skattas genom att man genomférde en
kalibrering mot en normal, som i sin tur &r kalibrerad mot det internationella
kilot genom en kontrollerad kalibreringskedja. Alternativt kan man bedéma
denna felkomponent genom vagens specifikation eller allmén erfarenhet. I
det aktuella fallet finns varken nagon kalibrering eller nagon specifikation
tillgéinglig och vi bedomer att dylika vagars systematiska fel har standarda-
vikelsen 0.25 kg. Den sammanviigda métosékerheten for en enstaka vigning
ar da ur ett globalt perspektiv,

U, = (/U2 + u% = 1/0.152 + 0.252 = 0.29 kg

3.5.4 Variansanalys

Berdkningarna i bantningsexemplet illustrerar idén bakom variansanalysen,
nimligen att man forsoker dela upp variationen i ett métresultat i olika
komponenter, relaterade till olika intressanta foreteelser. Da variansanaly-
sen #r sa anviindbar har den standardiserats for vissa enkla modeller och
kan ddrmed genomforas med hjilp av vanliga datorprogram. Vi skall hir ge
standardformuleringarna och visa pa hur de kan anvindas i métoséikerhets-
sammanhang. Vi utgar fran ett exempel pa vigning av olika detaljer.

Urskiljning av en faktor

Vi utgar forst fran att vigningarna har utforts pa tio olika produkter med
tre olika métsystem. Vi antar nu att de tre métsystemen ér ett slumpméissigt
urval av laboratoriets utrustning och ser dédrmed forsoket som ett statistiskt
experiment fér att med observationsmetoden bestéimma métosikerheten vid
vigning. Resultatet av forsoket ger alltsé tre viigningar pa varje produkt och
métviirdena ses i tabellen nedan.
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Tabell 3.5.4.1 Vikt i g

produkt 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.60 1.00 0.85 085 0.55 1.00 095 085 1.00 0.60
0.55 1.05 075 0.75 040 1.00 0.90 0.70 0.95 0.50
0.55 1.05 0.80 080 050 1.05 095 080 1.056 0.85

mean 057 1.03 080 080 048 1.02 093 0.78 1.00 0.65

std. 0.03 0.03 0.05 0.05 0.08 0.03 0.03 008 0.06 0.18

For att fa matt pa métosikerheten maste man gora en matematisk analys
av datamiingden. Vi betraktar férst mitresultaten som resultat av féljande
modell

yij =mi+ej,1=12,...10, j=1,2,3, (3.6)

dar m; ar vintevérdet for produkten nr ¢ och e;; dr métfelet for produkt nr.
1 vid métning nr. j. Medelvirdena i tabellen &r da skattningar av m; och
standardavvikelserna dr matt pa variationen i métfelet e;;.

Uppdelning av variabiliteten Variabiliteten i dataméngden beskrivs
hir matematiskt som kvadratiska avvikelser fran medelviirdet och man kan
visa att denna variabilitet kan delas upp i tva kvadratsummor:

10 3 10 10 3
DD =T =3 @-T) Y Y (i —Ti)

i=1 j=1 i=1 j=1

SSt = SSp + 5SSk

dir punkterna i medelviirdesbeteckningarna som tidigare betyder det el-
ler de index som respektive medelvirde har tagits éver och de férkortade
beteckningarna for de tre termerna i summan dr de standardbeteckning-
ar som ofta anviinds i variansanalyslitteratur. Anledningen till just denna
uppdelning dr att de hér bildade kvadratsummorna har mycket lampliga
matematiska egenskaper som underldttar skattningen av de ingaende vari-
ationskomponenterna. Det dr ndmligen sa att de olika kvadratsummorna
hér &r statistiskt oberoende, vilket gor att man har bra kontroll 6ver deras
egenskaper.

Speciellt vet man vad antalet frihetsgrader &r fér de olika komponen-
terna. Totala antalet frihetsgrader vr &r lika med totala antalet métningar
minus ett, dvs. antalet kvadrater i kvadratsumman SSt minus antalet pa-
rametrar som skattats med samma datamaterial. Detta antal frihetsgrader
summeras ocksa pa hogersidan i formeln, dir frihetsgraderna for SSg be-
stims av det totala antalet métningar minus antalet medelviirden i dess
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kvadratsumma och slutligen frihetsgraderna for SSp bestéims som atersto-
den,
vr=Vvp+VEg.

I programmet Microsoft Excel ger en datasanalys med verktyget “ANO-
VA - en faktor” variansanalystabellen:

ANOVA

Variationsursprung  KvSs ¢] MKy F p-vérde F-krit
Mellan grupper 1.008667 9 0112074 20.3771 3.33E-08 2392817
Inom grupper 0.1 20 0.0055

Totalt 1. 118667 29

Hér visar den forsta kolumnen KvS uppdelningen av kvadratsumman i
komponenter dir “Mellan grupper” avser SSp, “Inom grupper” avser SSg
och “Totalt” avser SSt. Den andra kolumnen fg visar antalet frihetsgrader
i de olika kvadratsummorna och med hjélp av dessa kan man berikna de
tvad medelkvadratsummor som star i tredje kolumnen M Kwv,

Msp =20 gy, = 9%
D VE
Variabiliteten i métresultatet har ddrmed delats upp i tva delar, en som
representerar variationen mellan detaljerna och en som representerar varia-
tionen i métfel. Mitosiikerheten skattas i detta fall direkt ur medelkvadrat-

summan for métfelet:
uy =/ MSEg

och denna skattning har vg frihetsgrader. I det aktuella fallet kan standardo-
siikerheten fas ur variansanalystabellen

uy = v0.0055 = 0.074 g (3.7)

och antalet frihetsgrader #r lika med 20, vilket &r tillréickligt stort for att
anvinda tidckningsfaktorn 2 och dirmed ge den utvidgade standardosiker-
heten

Uy=2-u,=015¢g

Resultatet av variansanalysen kan ocksa anviindas fér att bedoma om mét-
systemet dr tillrickligt bra for sitt anvindningsomrade, genom att jamfora
métosikerheten med produktvariationen. Detta behandlas i avsnitt 5.2.1.

Urskiljning av tva faktorer

De tre olika mitsystemen som anvindes i férra exemplet dr behiftade med
olika felkillor, varav man kanske beddmer operatorsinflytandet som domi-
nerande. For att undersoka inverkan fran denna killa kan man genomfora
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ett mer omfattande experiment dir man haller reda pa inverkan av de olika
operatorerna. I tabell 3.5.4.2 redovisas resultaten fran ett sadant experi-
ment, dir tre olika operatorer viigt de tio detaljerna vardera tva ganger. For
att studera miitosikerhetens olika komponenter delar vi nu upp maétfelet i
modellen (3.6) i tva delar:

dér vi infort ett operatorsspecifikt métfel, B;. I tabell 3.5.4.2 visas vilka
métningar som gjorts med respektive operator och operatérsmedelvirdena.

Tabell 3.5.4.2 Vikt i g

prod. 1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10 | meder

A 0.65 1.00 0.85 085 0.55 1.00 095 0.85 1.00 0.60

0.60 1.00 0.80 095 045 1.00 095 0.80 1.00 0.70 | 0.83

0.55 1.05 0.80 080 0.40 1.00 095 0.75 1.00 0.55

0.55 095 0.75 075 040 1.05 090 0.70 095 0.50 | 0.77

Q|lwmw W |»

0.50 1.05 080 080 045 1.00 095 0.80 1.05 0.85

C 0.55 1.00 0.80 080 0.50 1.056 095 0.80 1.05 0.80 | 0.83

medel 0.57 1.01 080 082 046 1.02 094 0.78 1.01 0.67

std.  0.056 0.04 0.03 0.07 006 003 002 005 004 0.14

I figur 3.8 visas resultaten i en box-plot. I en box-plot illustreras en
datamingd sa att varje box representerar virden fran en delgrupp i data-
méngden, didr boxen omsluter hilften av virdena, med 25 % av viirdena
under nedre grinsen och 75 % under &vre griansen. Mittstrecket represen-
terar medianen och de bada svansarnas yttergrinser visar det minsta resp.
storsta virdet med undantag av enstaka extremer' som visas som kryss.
Box-plotten ger en mycket klar bild éver métsituationens visentliga delar;
man kan se att variationen mellan olika detaljer dr mycket storre &n métva-
riationen, samt att métvariationen dr ungefir i samma storleksordning for
alla produkter utom den tionde, dir en mycket storre variation kan konsta-
teras. Denna bild av situationen dr av stor betydelse, framfor allt néir man
vill analysera métosikerheten for att finna medel att minska den.

Ett annat sdtt att illustrera métresultaten dr traddiagrammet i figur 3.9.
Hir ses totalmedelvirdet som roten i det upp-och-ned-vinda tridet, med
produktmedelviirdena i néista niva. De olika operatorernas bidrag illustreras

'Bedémningen om vad som ér ett extremt viirde kan variera mellan olika implemente-
ringar och skall hér bara ses som en grov hjilp for bedomning av dataméngden.
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i nésta niva, dar medelviirdena av varje upprepad métning dr placerad. Pa
ldgsta nivan #dr samtliga métviirden ritade.
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Figur 3.8: Boz-plot som beskriver vigningsresultat av tio olika detaljer.

Kvadratsummeuppdelningen blir i detta fall:

10 3 2
Z Z Z (yijk —T..)° =
i=1 j=1 k=1
10 3 10 3 2
6 @ —7.)° +20 (@5 ~7.)" + D 2> (i~ Fi ~ ¥ +7.)°
— =1 i=1 j=1 k=1

SSt = SSp + S50 + 5SSk

Vi ser att de tva kvadratsummorna SSp och SSp bildas genom att man a)
gor en variansskattning for respektive medelviirden utan att dividera med an-
talet frihetsgrader och b) multiplicerar med en konstant som gor att antalet
kvadrattermer i summan blir densamma som det totala antalet métningar.

Vid anviindning av Excels “Anova- tva faktorer med reproducering” fas
foljande tabell:
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Figur 3.9: Triddiagram som beskriver datamaterialet fran vdigning av tio
produkter av tre operatérer.

ANOVA

Varafionsurspring kvs fq MEwY F p-vérde kT
Sampel 0.048 2 0.024 1853065 5.62E-06 3.315833
Kolumner 2.058708 9 0228745 1770932 1T7T1E-23 2210897
Interaktion 0103687 18 (0.005759 4453731 0.000156 1.960117
Inom 0.03875 30 0001292
Totalt 2249125 59

Hiir motsvaras operatorernas kvadratsumma SSg av raden “Sampel”, detal-
jens SSp av raden “Kolummner” och resterande variation SSg av tva rader,
niamligen “Interaktion” och “Inom”. Denna ytterligare uppdelning av rest-
summan motsvarar en nagot mer komplicerad modell &n (3.8), som ocksa
inkluderar en eventuell samverkanseffekt mellan detalj och miitfel. Oftast &ér
denna effekt forsumbar och den enklare modellen (3.8) &r fullt tillrécklig for
att analysera miitosikerhetskomponenterna.

P& samma séitt som i variansanalysen med en effekt sa ges antalet frihets-
grader i andra kolumnen och medelkvadratsummorna bildas genom division
av respektive kvadratsumma med dess antal frihetsgrader. Speciellt sa &r
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alltsé

SSo  0.048 SSg  0.103667 + 0.03875
MSo = o 2 =0.024, MSg = P 18730
dér samverkanseffekten inkluderats i den slumpméssiga métvariationen.

Den nist sista kolumnen i variansanalystabellen, “p-virde”, anvinds for
att bedoma om de olika effekterna &r signifikanta eller ej. Statistisk teori
visar ndmligen att om inga effekter fran vag eller detalj existerar sa kom-
mer kvoter mellan de olika medelkvadratsummorna att ha en kind statistisk
fordelning: F-fordelningen. Genom att jimfora varje variationskomponents
medelkvadratsumma med “inom”-variationen s kan man fa en uppfattning
om de olika effekterna kan vara ett utslag av slumpen eller ej. Detta betyder i
det aktuella fallet att om ingen variation existerar i detaljernas vikt sé ér san-
nolikheten for det uppnadda mitresultatet sa liten som 1.7-1072% ~ 0. Om
operatorernas medelavvikelser inte existerar s& dr sannolikheten for det upp-
nadda resultatet 5.6-107%, dvs en chans pa 200, 000. Variationskomponenter-
nas inverkan #r dérmed i hogsta grad signifikanta; man brukar ofta betrakta
inverkan som signifikant om “p-viirdet” #r mindre #n 0.05 = 5%. Kolumnen
“F” anger viirdet pa den aktuella kvoten, t. ex. Fp = M]\giDom = 8:33515;33 =
177, och kolumnen “F-krit” anger det kritiska viirdet pa “F” for den angiv-
na signifikansnivan (normalt 5%). Man kan ocksa konstatera en signifikant
samverkanseffekt i det aktuella fallet.

Om vi nu betraktar operatérerna i experimentet som ett slumpmaissigt
urval ur en population av operatorer sa kan vi ur var analys skatta variansen
for denna population. Betrakta kvadratsumman

= 0.0030,

3 3
1
S0 =20 (7, ~7.) =202 | 5= > (7, ~7.)"

j=1 j=1

dér uttrycket inom hakparentesen faktiskt dr en vanlig variansskattning av
variabeln 7.;, —7.... Om man anviinder modellen (3.8) s& ser man att denna
variabel lika med

Y. —Y.=(m+Bj+e;)— (M+B+¢.)=Bj—B+&, —¢c..=
(Bj — P) + (g.j. —E,,,) ,
dvs. dr en summa av tva slumpvariabler minskade med sina respektive me-
delvirden. Om man nu antar att den slumpmiissiga méitvariationen ¢ &r

oberoende av variationen i det systematiska mitfelet i operatorerna B s
betyder det att

Var [ —7..] = Var[B] + Var[£]

och vi kan skatta operatorsvariansen med

[ — SSo M Sk MSo — MSE
32B:Var[y,j,—y,,,]—Var[s.j.]:20.2— 50 — 50 i
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Hér dr variansen for medelviirdet av alla slumpfel fér en viss operator lika
med variansen for slumpfelet dividerat med antalet som medelvirdesbildats,
ndmligen 20. Allmént giller att om en variationskomponent &r represente-
rad av a varianter skattar man variansen for denna komponent genom att
dra ifran det slumpméssiga felets medelkvadratsumma fran den aktuella me-
delkvadratsumman och sedan dividera med talet n/a, dir n &r det totala
antalet forsok.

I det aktuella fallet skattar vi operatorsvariationen till

5 0.024 — 0.003
s = 60/3 = 0.00105

och motsvarande standardavvikelse blir 1/0.00105 = 0.032 g.

Den totala métosikerheten bestér i detta fall av en sammanvigning av
operators- och slumpvariationen,

uy = \/VE“TB]—F‘//(IT\[FZ]:\/WOQ;O]WSE—FMSE:

_ \/MSO +19M S \/0.024 +19-0.003
= 5 =

= 0.064.

0 20
For att anviinda denna standardoséikerhet fér konfidensintervall behover vi
ocksa berikna dess antal frihetsgrader. Det finns i detta fall inget exakt séitt
att beriékna frihetsgraderna, men en approximation som motsvarar formeln
(2.21) ar foljande

Lo Uy B 0.0644 I
eq — 2 7 = 2 2 = 18,
(2_10)2 % + (é_g)Q % (2_10) 0.02242 + (%) 0.91%32

dér vi avrundat nedat till ndrmaste heltal. Vi ser att approximationsformeln
hir dr i enlighet med (2.21), fast man hér viktar varje variationskomponent
i enlighet med viktningen i sammanviigningen.

Exempel pa anvindning av observationsmetoden finns i exemplet skjut-
matt, avsnitt 6.2 och i avsnitt 5.2.1 dér métsystemsanalysen “MSA” i kva-
litetsstandarden QS9000 behandlas.

3.6 Analysmetoden

I detta avsnitt behandlas den metod fér métosikerhetsanalys som rekom-
menderas i ISO-standarden GUM. Forst sammanfattas metoden i en arbets-
gang for bestdmning och angivande av métoséikerheten i en métstorhet i form
av en process i tio steg, sedan beskrivs de ingdende stegen mer detaljerat.
Da vi relaterar till den metodik som rekommenderas i GUM for globa-
la métsodikerhetsangivelser betraktar vi tva olika typer av osidkerheter, typ
A resp. B, dér typ A betyder att standardosikerheten bestdmts med hjilp
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av statistiska forsok, medan typ B anger att man anviint andra metoder
for bestdmningen, t. ex. bedomningar. Nér alla osékerhetskomponenter ta-
gits fram betraktas de som statistiska standardavvikelser och vigs samman
kvadratiskt till den slutliga métosikerheten w,,.

3.6.1 Modell for méitsituationen

Vid analys av miitosiikerhet bér man foérst formulera en modell fér mét-
situationen, dir inverkan av olika felkillor pa den aktuella mitstorheten
framgar. Vid viigning, t. ex. kommer oavsiktlig smuts pa vagen att ge ett
direkt tillskott av vikt och denna killa till méitfel kan ses som en ren additiv
komponent i métningen. Om vigningen utfors i en dragig lokal s& méaste
man ha ett samband mellan lufthastighet i meter per sekund och métfel i
gram for att kunna analysera denna killas paverkan pa viigningsfelet. Vi kan
skriva ner en matematisk modell for métstorheten,

y=y+er+er+...=f(r1+e1,za+e2,...)+e1+te+...,

dér e, eq, ... dr fel som direkt adderas till métningen, x1,zs,... &r under-
liggande nominella vérden pa variabler som i sin tur &r behéftade med fel
€1,€2,... och f(-) beskriver sambandet mellan mitvirdet y och de inga-
ende variablerna. I viigningsexemplet #dr smutsen pa vagen kanske e;, den
nominella lufthastigheten i rummet, z; = 0 och dess eventuella avvikelse
fran detta #r 1, vars standardosikerhet méaste bestdimmas. Den nominel-
la relativa luftfuktigheten &r kanske xo = 60% och avvikelser fran denna
representeras av €. Hir méste man alltsé dels bestimma standardoséker-
heterna for respektive ingaende felskilla, dels bestimma dess inverkan pa
métstorheten.

3.6.2 Arbetsgang
1. Bestédm alla kéllor till osiikerhet i métvirdet ¥, se avsnitt 3.4.

2. Definiera det sanna virde y som miitvirdet y skall representera, se
avsnitt 3.3.

3. Bestidm standardosiikerheterna for alla métvariabler som ingar i osé-
kerhetskéillorna,
u;, 1 =1,2,...

o Gor statistiska forsok, kalibrering (typ A)

e Om detta inte dr mojligt, gor preliminédr konservativ bedomning
(typ B)

4. For varje métvariabel som inte paverkar y direkt (i samma enhet),
bestim dess kiinslighetskoefficient ¢;. For ovriga variabler sitt kins-
lighetskoefficienten lika med 1.
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5. Sortera beloppen av alla bidrag, |¢;| u;, i fallande storleksordning. For-
summa alla bidrag som understiger 20% av det storsta, dvs. vars osé-
kerhetsbidrag uppfyller

le;| u; < 0.2 - max [|¢;| u;] -

6. Om osiikerhetskomponenterna kan antas vara oberoende, bestdm den
sammanvigda standardosiikerheten for det aktuella métvirdet,

— /202 4 24,2
uy—\/clu1+02u2+....

7. Granska kritiskt alla de métosiikerheter av typ B som inte har forsum-
mats. Planera framtida statistiska forsok for att kunna erséitta dem
eller omorganisera métrutiner fér att eliminera dem.

8. Berikna ekvivalent antal frihetsgrader for den slutgiltiga standardo-
sikerheten genom ev. sammanvigning av bidrag fran de olika typ A-

oséikerheterna,
ul
U Y
€q ut ud
L4 -2+
vi " v

Om v, &r minst 11 sa anvind téckningsfaktorn 2, om inte bestam
tackningsfaktorn k ur t-fordelningstabell.

9. Berikna den utvidgade mitosikerheten,
Uy =Fk - uy.

10. Berikna ett jimférande matt for att bedoma de olika killornas infly-
tande pa den totala métosidkerheten, |c;| u;t,,.

Tabell 1. Osdkerhetstabell

Kalla Uu; typ v lal owilal  tyucl

N~ 2,2
Y Uy =/ ciu; - Veqg - - -

Anméirkning 3.6.1 Osdkerheter av typ B kan i de flesta fall endast accep-
teras som prelimindrt resultat. En mdjlighet att gora den forsumbar dr att
avrunda mdtvdrdet sa att avrundningsfelets osdkerhetsbidrag blir sa stort att
det storsta typ B-bidraget kan forsummas. En annan majlighet kan vara att
arrangera mdtningen pd ett sidant sdtt att osdkerheten kan elimineras.
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Anmairkning 3.6.2 Upprepade mdtningar ger en minskad mdtosdkerhet
for medelvirdet:

dir u32/1 ar summan av de kvadrerade osdkerhetsbidragen som motsvarar re-
peterbarhet, dvs. fel som varierar slumpmdssigt mellan de upprepade mdt-
ningarna, medan u§2 ar summan av de kvadrerade osdkerhetsbidragen som

maste betraktas som konstanta mellan de upprepade mdtningarna.

3.6.3 Bestam standardosikerheterna

Da alla komponenter i en mitosikerhetsutredning betraktas som slump-
variabler #r det naturligt att den bista metoden for att uppskatta deras
storlek dr att gora statistiska forsok. Detta innebér alltsd att man bor stri-
va efter att endast anviinda osiikerhetsskattningar av typ A. I detta avsnitt
kommer vi att ta upp de grundliggande statistiska metoderna for skattning
av osiikerhetskomponenter av typ A, samt hur man bedémer motsvarande
osiikerheter nédr man tvingas att acceptera typ B.

Bestidmning av u;, typ A

Detta innebir bestéimning genom observationsmetoden pa en viss osiker-
hetskomponent. For att bestdmma dessa osiikerheter méaste man foljaktligen
forst definiera aktuell population. Populationen vid det statistiska forsoket
maste representera den population som métosiikerheten skall avse. Vill man
t. ex. bestimma mitosikerhetsbidraget fran olika operatorer inom ett fore-
tag viljer man som forsokspopulation alla operatorer eller ett slumpméissigt
urval av ténkbara framtida operatorer. Populationen far sedan genomfora
en miétning pa samma objekt och métosikerhetskomponenten och dess fri-
hetsgradsantal skattas som:

1 n
(:cj—i)2 , vi=n-—1 ,
=1

up =
n—1

J

dér n dr antalet forsoksoperatorer, z; dr métvirdet for operatér nr j och @
dr medelvirdet av de n miitviirdena och ddrmed representerar den referens
som métosikerheten avser. Genom att gora flera miitserier kan man i samma
statistiska forsok skatta olika métosikerhetskomponenter, se det tidigare
avsnittet om variansanalys, avsnitt 3.5.4.

Kalibrering av systematiska fel Kalibrering ér en typ av statistiska
forsok som anvinds for att bestdmma systematiska fel hos instrument eller
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lokala normaler. Resultatet kan anviindas for justering eller, om man véljer
att avsta fran justering, for skattning av det systematiska felets varians. Se
kapitel 4.

Forstorande miétning Ibland kommer man vid métning av ett objekt
att forstora det eller visentligen forindra dess egenskaper med avseende pa
den intressanta méitstorheten. Det dr da inte mojligt att skatta métosiker-
heten med statistiskt experiment eftersom man tvingas byta produkt vid
varje métning. Spridningen mellan produktegenskaperna blandas d& med
maétosikerheten och den skattade osidkerhetskomponenten blir

ul + uprod

Detta dr en 6verskattning av den eftersokta métosikerheten och man maste
dérmed anviinda denna skattning under konstaterandet att

up < ,/u1 —I—upmd

Notera att varje anstringning att minska variationen hos produkterena vid
det statistiska forsoket kommer att ge en skattning som nérmar sig den
sanna.

Bestiamning av u;, typ B

Bedomning av métosikerheter kan goras i foljande fall:

e vid avrundningsfel
e nir det inte dr mojligt att gora ett statistiskt forsok

e nir man kan kosta pa sig en grov éverskattning av den totala métosé-
kerheten

e nir man dnnu inte hunnit genomfora ett statistiskt forsok

Avrundning Vid avrundning av ett métviirde till ett bestdmt antal de-
cimaler bér man anvinda avrundningsregeln: avrunda till ndrmaste hogre
siffra i sista decimalen om de foljande decimalerna #r storre én eller lika
med 5, annars nedre. Denna regel innebér under vissa forutséttningar att
avrundningsfelet far en likformig fordelning och om man avrundar till p
decimaler:

107P

23

Vid avrundning av talet 5.6789 till tva decimaler far man alltsa 5.68 och
osiikerheten for det avrundade viirdet ér \/— = 0.0028 = 0.003. Notera att

Up =
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detta resultat forutsiitter att populationen av métvirden har en storre vari-
ation #n avrundningsintervallet 107P. Om man t. ex. vill ange avrundnings-
felets fordelning for ett métinstrument med métomradet 1-10 sa géller den
likformiga fordelningen om man avrundar till en decimal eftersom 10~ < 9.
Hér utgors alltsa populationen av alla métvirden mellan 1 och 10. T ett fall
da man gor upprepade métningar, och vill férbéttra noggrannheten genom
medelviirdesbildning, giller att avrundningsfelet inte far 6verstiga det slump-
miissiga felet fore avrundning. Om man vid upprepade métningar t. ex. far
virdena 5.23, 5.20, 5.24, och 5.21 s& kommer avrundning till en decimal att
ge virdena 5.2, 5.2, 5.2, resp. 5.2 och medelvirdesbildning skulle inte for-
béttra precisionen. Hér ér alltsa populationens variation i storleksordningen
+0.02, medan avrundningen ér fem ganger storre.

Specifierade osikerhetsintervall Ibland ér det inte mojligt att gora ett
statistiskt forsok. Om man exempelvis har inhandlat ett instrument med
angiven “accuracy 1%” si vet man inte om tillverkaren bestdmt denna osé-
kerhet med statistiskt forsok eller pa nagot annat sitt; man maste gora en
bedémning.

Relevans i osdkerhetsangivelse I vissa sammanhang &r spridningen i
produkter sa stor och métosiikerheten sa liten att dven en grov 6verskattning
av den #r tillricklig for att bedoma skillnader i produkter. I sadana fall ér
det naturligtvis fullt tillréickligt att gora en bedomning utifran erfarenhet
eller specifikationer.

Tillfdllig bedomning 1 6vriga fall kan man tvingas till en bedomning pé
grund av brist pad data, men man boér da striva efter att genomfora sta-
tistiska forsok. Internt genom att organisera métningar under kontrollerad
population, externt genom att delta i Round-Robin-provningar/métningar.

3.6.4 Bestam kiinslighetskoefficienter

Om den intressanta miitstorheten inte &r direkt paverkad av de ingaende
osiikerhetskomponeterna maste deras inverkan kvantifieras. Detta gors ge-
nom en kinslighetsanalys, antingen experimentellt eller numeriskt genom
differensanalys, eller analytiskt genom derivering.

Antag att mitstorheten y beror pa storheterna xi,zo,. ..z, via nagon
funktion y = f (21, 22,...2y) . Denna funktion kan vara kéind i form av en
formel, t. ex. bestdms brottgrinsen hos ett materialprov som
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dir Fpax dr den maximalt registrerade kraften i ett dragprov och A ér
tvéirsnittsarean i provet. Hér ér alltsa

y = R,, en funktion av tva variabler,

f(z1,22,...xm) = f(z1,22) = f (Fax, A) = FmTaX
Har ar bada de ingaende storheterna killor till métosikerhet, men deras
paverkan pa osiikerheten i R,, beror pa det aktuella funktionssambandet. I
sadana fall kan kinslighetskoefficienterna bestdmmas genom numerisk diffe-
rensanalys eller analytisk derivering. I andra fall #r funktionen gomd i nagot
datorprogram och kan inte skrivas explicit och d& #r endast den numeriska
differensanalysen anviindbar. For vissa oséikerhetskillor kéinner man kanske
inte alls sambandet, t. ex. hur en temperaturforindring paverkar en volt-
meters métviirde, och ett experiment maste genomforas for att bestimma
kénsligheten. Gemensamt fér de olika metoderna #r att de utgar fran Gauss
approximationsformel

m m 1—1
2 _ 2,2 g e
u, = E ciui + g E cicjuiujKorr (vixj) ,
i=1 i=2 j=1

dér dubbelsumman innehéaller alla korrelationskoefficienter mellan de inga-
ende osdkerhetskillorna. Dessa korrelationer ér oftast lika med noll och for-
meln forenklas da till

uz = chu?, (3.9)
i=1

dir kinslighetskoefficienterna ¢; ér lika med derivatorna for den aktuella
funktionen f (x1,z2,...2m),

_of

C; = .
81’2‘

Om korrelationer bedoms vara viisentliga maste dessa tas med i beréikningen,
se avsnitt 5.3.2, si. 110.

Differensmetod

Kinsligheten kan bestdmmas med hjdp av ett experimentellt eller ett nume-
riskt forsok, vilket vi kallar differensmetoden. Detta innebér att derivatorna
bestims genom differenskvoter:

J(@1.,% iy ) — [ (Z1,., % — Ui,y ... D)

= ’ ’ , N
c o (3.10)

déir z; dr det virde pd variablerna som métosikerheten skall gilla for. I
denna differenskvot halls alltsé alla variabler konstanta foérutom den som
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man skall bestdmma kiinslighetskoefficienten for. Denna variabel stors istil-
let med precis en standardosiikerhet, positiv resp. negativt och differensen
mellan funktionsviirdena divideras med differensen mellan variabelvirdena.
Med denna definition av kiinslighetskoefficienten blir den totala méitosiker-
heten helt enkelt

1 m

uz = Z c?u? = Z Z [f (:fl,m’ fz + Uiy oo - :’Em) — f (:’El,..., :’Ez — Ugy - - Em)]Q .

i=1 =1

Storningarna T; +u; respektive z; —u; gors antingen numeriskt genom dator-
berékningar eller experimentellt genom férsok vid olika viirden pa de inga-
ende variablerna. Vid manga ingaende osékerhetskillor vars kiinslighet skall
bestdimmas genom experiment kan man genomféra forsoken effektivare ge-
nom ett reducerat tvafaktorforsok, varvid man dessutom kan f& skattningar
utav eventuella korrelationskoefficienter, se t. ex. Montgomery(7].

Exempel 3.6.1 Brottgrinsbestimning. Anta att den mazimala kraften vid
ett dragprov dr uppmdtt till Fiax = 100 kN for en cylindrisk provstav med
den uppmdtta diametern d = 10 mm och att standardosdkerheterna for de
ingdende storheterna dr up, . = 1.2 kN och ug = 0.02 mm. Tvdrsnittsarean

max

fér provstaven dr dd wd?/4 och formeln fér brottgrinsen dr

4FmaX
Fon = md?

(3.11)

Overgéng till SI-enheter ger

~

Frax = 100-10° N, d=10-10"3m
up,,, = 1.2-103 N, ug=0.02-107% m

och resultatet av mdtningen blir

~ 4Fpa 4-100-103
Ry,=—2%= 00 - 10 5 =1.27-10° Pa = 1270 MPa
wd? (10 -1073)

Kinslighetskoefficienterna bestims enligt (3.10):

_ _f@ At un @) — f (@ —w,T)
1 _cFmax - 2'LL]_ -

f (ﬁmax + uFmax? C/l\) - f (ﬁmax - uFmax? C/Z\>
2U Fyax B

4(ﬁmax+uFmax) o 4(ﬁmax_uFmax)
wd? rd?

2U R
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4-103 (100 + 1.2) — 4 - 103 (100 — 1.2)
2.1.2-103 - 7 - (10 - 10-3)?

= 12732

o f@ELmtur) — f(T, T2 —wm)
Cy = Cq — 221,2 =

F (B 0 ) — £ (B 0= )

2ug

4F\max _ 4ﬁmax
w(g—kud)Q W(J—ud)2
2ug

4-100-103 4-100-103

7(10+0.02)2.10-6  7(10—0.02)%.10—6 _
2-0.02-1073
Den totala osikerheten blir under antagande om oberoende mellan diame-
termdtningen och kraftmdiningen:

—2.5-10"

Gul + Gud = (12732)% - (1.2-10°)% + (=2.5- 10')%- (0.02-107)% =

2.58 .10

uy = V258104 =1.6- 10" Pa =16 MPa

Partiell derivering

Nér funktionen y = f (x1, 2, ...z, ) kan beskrivas som ett matematiskt ut-
tryck sa kan kinslighetskoefficienterna bestdmmas genom partiell derivering.
I fallet med brottgrins (3.11) far man da resultatet

af OR, 4 OR, 8 max
_ _ _ - = = — 3.12
€17 Climax 01  OFp.x wd?2 cd od wd3 ( )
och den totala méitosidkerheten blir
9 16 64F2,. o

2 § — N
uRm CZ uZ CFmaqumax + cd d — WQ%uFmax 71—25[6 ud

dér ater tildetecknet™ betecknar att osiikerhetsangivelsen avser just de be-
stimda virdena pa den uppmiitta kraften respektive arean.
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Exempel 3.6.2 Tillimpning av de numeriska vdrdena fran forra exemplet
ger

9 16 64F2, .

u = = U =~
Rm = oga Fmax T o6

3 =

16

64 (100 - 10%)?
72 (10 -10-3)*

0.02-1073)% =
72 (10-10-3)° ( )

(12-10%)° +

2.6-10"

ug, = V2.6-104 =1.6-10" Pa =16 MPa

Vi ser att resultatet blir detsamma med de olika metoderna.

Forenkling vid relativa osidkerheter Om man arbetar med relativa
osiikerheter kommer de partiella derivatorna att bli avsevirt forenklade om
funktionen f #r ett rent multiplikativt samband,

[ (z1,22,. . am) =C -2t - 2b? b
dér C' &r nagon deterministisk konstant. Det visar sig att om man genomfor
den partiella deriveringen enligt ovanstaende pa en dylik form s& blir den
resulterande relativa oséikerheten:

2 2 2 2

u u u u

Y 271 272 2 “m

— =piS+ps—=+...+p, 2 3.13
yg pl;p% p2$g pm$2 ( )

Exempel 3.6.3 Om vi datertar vart brottgrinsexmpel sd blir resultatet

2 2 2 2

UR o uf o U3 9 Uy _ UR 2 Uy
~—m:p—+p—++p—:%+—2 —_ =
R?n 1x% 2:);'% mxgn Fl%ax ( ) d2
3\ 2 —3\2
(1.2-10%) (0.02-107?)
4 = 0.00016

_|_
(100 - 103)? (10-10-3)2

YRm _ \/0.00016 = 0.0126 = 1.26%

m

och 1.3% av den nominella brottgrinsen blir 1.26-1270/100 MPa = 16 MPa
1 dverensstimmelse med resultaten fran de tvd tidigare metoderna.
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3.6.5 Sammanvigning av relevanta osikerhetskomponenter

Ett métresultat kan, efter eventuell justering for kéinda fel, modelleras som
en summa av det sanna viirdet och ett antal felbidrag:

?/\:y—i_f(ehe%"wem)%y—’_e

dér de olika felbidragen summeras till ett gemensamt fel e, vars statistiska
fordelning man vill bestimma. Om man justerat for alla kinda systema-
tiska fel s& kommer felet e att ha vinteviirdet noll och om man antar att
alla felbidrag &r oberoende kan variansen for felet approximeras med Gauss

approximationsformel:
m
2 _ 2 2
uj = g ciug,
i=1

Om flera felkillor visentligen bidrar till det gemensamma felet sa kommer
fordelningen fér denna summa att bli approximativt normalfordelad och
didrmed kan man bestdmma ett 95%-igt konfidensintervall for det sanna
virdet y genom att multiplicera standardosikerheten med tva:

Yy=yx2-uy (med ca 95% sannolikhet)

3.7 Hur skall man uppna en férbédttrad mébtnog-
grannhet?

Att forbéttra mitnoggrannheten i en méitsituation #r detsamma som att

e se till att man har vintevirdesriktiga métningar, dvs. att man i me-
deltal kommer att uppna det sanna métvirdet. Detta astadkommer
man genom kalibrering, vilket behandlas i nista avnitt.

e minska variationen vid upprepade mitningar. Utifran vart statistiska
perspektiv kan man gora detta pa tva olika sitt, antingen genom att
begrinsa populationerna av felbidrag eller genom anvinda medel-
viardet av upprepade méitningar.

3.7.1 Begrinsa populationer

Vi aterknyter till figur 1.6 pa sidan 8. Felet i métviirdet kan ses som ett
resultat av avvikelser fran onskvirt viirde pa en rad olika variabler, som
var och en paverkar utfallet av métningen och métosikerheten bestdms av
hur mycket variablerna kan tidnkas avvika fran det onskviirda virdet. En
minskad osékerhet fas alltsa genom att minska de tdnkbara avvikelserna;
begrinsa populationerna av variabelvirden. Flera olika sitt kan ténkas for
att astadkomma en sddan begrinsning av populationerna.
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1. Definiera ett snévare tillimpningsomrade. Vid exempelvis métningar
som &r kinsliga for omgivande temperatur kan man specificera snéva
temperaturgréanser och ddrmed definiera en métmetod som ger mins-
kad variation. Medelviirdet av det sniivare omradet bor forstas vara
lika med det nominella virdet som definierar felfria forhallanden. I
en miétning dir operatorsinflytandet ér viisentligt for variationen kan
man begrinsa antalet operatorer. Genom en speciell kalibrering kan
den utvalda operatorsgruppens medelvirde jimforas med sanningen
och eventuell justering inforas. Varje dylikt tillimpningsomrade far
sin egen métosikerhet (repeterbarhet) definierad, som endast giller
vid repetition inom tillimpningsomradet.

2. Bittre kalibreringsrutiner. Instrument vars métosikerhet bestdms av
sin specifikation kan ges en mindre spridning genom regelbunden ka-
librering och klassificering. Instrumentosiikerhet som angetts for ett
stort métomrade kan minskas fér specifika tillimpningar genom att
kalibrering sker i ett snivare métomrade. For métsystem som éndras
med tiden kan variationen minskas genom att infora tétare kalibre-
ringar.

3. Eliminera enskilda felkiillor. Vid analys av miétsystem med hjélp av
t. ex. variansanalys kan man skatta de olika faktorerna och identifiera
eventuella stora avvikelser. Detta kan leda till atgirder sasom utbyte
av instrument eller utbildning av operatorer for att minska populatio-
nen av felbidrag. I tabellen pa sidan 64 dr medelvirdena for de olika
operatorerna angivna i den hogra kolumnen. Hér kan man alltsa se
om nagon enstaka operator har en exceptionell avvikelse och atgirda
detta. I t. ex. ett triiddiagram enligt figur 3.9 kan man ocksa soka finna
extrema avvikelser som kan vara mojliga att eliminera. I dylika grafis-
ka framstéllningar kan man ocksa identifiera om t. ex. métvariationen
#indrar sig med storleken pa sjilva matvirdet.

4. Genomfora jimforande métningar under konstanta férhallanden. Ge-
nom att tillfilligt halla vissa variabler konstanta kan man genomféra
jimforande métningar med mycket sma métfel. Detta &r just den ena
av de tva kungsvigarna till forbittrad métnoggranhet som anges pa
sidan 10. Det innebér dels att man eliminerar eventuella avvikelser
fran det nominella virdet, dels att man undviker spridning mellan
métningar inom de variabler som halls konstanta.

3.7.2 Medelvirdesbildning

For felkdllor som #ndrar sig for varje mittillfille kan man anvinda medel-
virdet av flera métningar for att fa ett noggrannare méitvirde. I teorin giller
att om man tar medelvirdet av n st. métningar av Y dér varje métning har
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métosidkerheten w si blir métosidkerheten for medelvirdet

U
u7— \/ﬁ

For att detta skall vara sant i verkligheten skall felen tas slumpmaéssigt ur
de dominerande felkillorna, dvs. ur hela populationen av dessa felbidrag.
Detta dr mycket viktigt att beakta och kriver dérfor att man i varje mé-
tosdkerhetsutredning klart haller iséir de osiikerhetskomponenter som &r av
systematisk natur och de som #r slumpmaéssiga.
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3.8 Sammanfattning

Mitresultatet 7 dr behéftat med ett okéint métfel. Métosikerhetsutredningen
syftar till att finna ett intervall kring métvéirdet som téicker det sanna virdet
med 95% konfidens. Resultatet av en sddan utredning ger méjlighet att ange
miétvirdet med sitt osékerhetsintervall i enlighet med:

y=y+U, (med ca 95% konfidens).

Hir dr y det uppméitta virdet och U, #r den utvidgade mitsoséikerheten.
Denna erhalles genom att multiplicera standardosékerheten u, med téck-
ningsfaktorn k. For 95% konfidens géller att

k=2

om standardosdkerheten u, &r sammanvigd av minst tva felkillor i ungefir
samma storlek och bestdmd med minst 11 frihetsgrader (tumregler 3 och 4,
sid. 49 ).

Standardosékerheten u, sammanfattar samtliga felkéllors inflytande pa
métresultatet och skall ses som den statistiska standardavvikelsen hos en
normalférdelad métvariabel .

En mitosikerhetsutredning genomfors pa foljande sétt:

e Definiera dndamalet med métningen. Skall métresultatet kunna jam-
foras med motsvarande métning i ett globalt perspektiv maste osiker-
hetskiillorna relateras till en globalt 6verenskommen sanning, t. ex. ge-
nom en kontrollerad kalibreringskedja till en éverenskommen normal.
Skall métresultatet ddremot anvindas endast for lokala jamforelser kan
osiikerhetskéllor som &r systematiska eliminieras (kungsvig 1, sid. 10).
Andamalet definierar ocksa de populationer av felvariabler som skall
analyseras.

e Bestdm alla killor till oséikerhet i métviirdet 7, se avsnitt 3.4 sid. 54.

e Definiera det sanna virde y som mitviirdet 3 skall representera och de
populationer av felvariabler som kan upptrida for den aktuella #nda-
malet, se avsnitt 3.3 sid. 53.

Det finns tva grundléggande sitt att bestimma standardosikerheten u,,
néamligen genom observationsmetoden eller genom analysmetoden.

Observationsmetoden bestar i att man genomfér upprepade métning-
ar pa ett objekt, dir samtliga visentliga felvariabler varieras inom sina re-
spektive populationer mellan métningarna pa ett slumpmaéissigt sétt och
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att man siikerstiller att medelinflytandet av dessa populationer &dr lika med
noll. Resultatet av dessa métningar ger en direkt skattning av standardosi-
kerheten genom formeln

n

dér y dr medelviirdet av de n métningarna och skattningen har n — 1 fri-
hetsgrader. Denna metod har férdelen att vara robust mot misstag sasom
forbiseende av felkillor och riknefel, men kan vara svar att genomfora och
kan ge felaktiga resultat om man misslyckas i det slumpmissiga urvalet ur
felkiillorna.

Analysmetoden bestar i att man analyserar felbidragens inflytande pa
miétresultatet, bestimmer varje killas standardosiikerhet for sig och viger
samman samtliga bidrag till en standardosékerhet i y. Métresultatet ses som
en summa av det sanna viirdet och ett antal felbidrag:

y=y+e+te+...=f(r1+e1,xa+¢e2,...)+e1+ea+..., (3.14)

dér e, eq, ... dr fel som direkt adderas till métningen, x1, o, ... #dr under-
liggande nominella virden pa variabler som i sin tur &r behéftade med fel
£1,€2,... 0och f (-) beskriver sambandet mellan métvérdet y och de ingdende
variablerna. Analysen gar ut pa att bestimma standardosiikerheter for samt-
liga viisentliga felvariabler ue, , Uey, - - -, Ugy, Uey, - - . Och dessutom bestdmma
hur mycket variationen i e-variablerna paverkar y. For overskadlighetens
skull skiljer vi i fortsédttningen inte pa beteckningarna for direkt och indi-
rekt verkande felvariabler utan numrerar dem i en serie.

e Bestdm standardosikerhetena for alla métvariabler som ingar i osé-

kerheteskillorna: uq, ug, ... .Detta genomfors foretridesvis med hjélp
av statistiska forsok (typ A), dvs. med observationsmetoden, varav
kalibrering #r ett specialfall. Notera antalet frihetsgrader i varje osi-
kerhetsskattning i enlighet med observationsmetoden.
Om det inte dr mojligt att genomfora statistiska forsok, gér man en
preliminidr konservativ bedémning (typ B). Om variationskillo-
rans population &dr kind att vara begrinsad till ett visst intervall +a
(t. ex. angiven noggrannhet hos ett instrument) s& &ér det lampligt
att bedéma osikerheten som likformigt férdelad inom intervallet och
dérmed séitta standardosikerheten hos denna komponent till

u=—".

V3
Om man istéillet kan bedoma grinser +b for vilka det giller att de
innefattar 95% av populationen si sitts standardosikerheten till

b

U= —=.

2
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Antalet frihetsgrader i typ B-skattningar sitts till oéindligheten.

e F'or métvariabler som verkar direkt pa y (e i 3.14) sétts kiinslighetsko-
efficienten till ett. For varje métvariabel som inte paverkar y direkt (e
i 3.14) bestdms dess kéinslighetskoefficient ¢;. Detta gors foretridesvis
med differensmetoden:

J @ T+ g, T) — [ (21, % — Ui,y .. - Tiy)
2ui

C; = )
dér z; dr det virde pa variablerna som métosékerheten skall gilla for.
I denna differenskvot halls alltsa alla variabler konstanta féorutom den
som man skall bestdmma kénslighetskoefficienten for. Denna variabel
stors istdllet med precis en standardosikerhet, positiv resp. negativt
och differensen mellan funktionsvirdena divideras med differensen mel-
lan variabelviirdena.

Notera att denna metod #r tillamplig #ven om funktionen f inte &r
kind i sin analytiska form utan bara tillgéinglig i form av ett dator-
program. Den &dr &ven tillimplig om funktionen inte alls #r kind, da
differenskvotens tva viirden i téljaren bestdms genom tva méitningar
for varje komponent.

I fall da funktionen f &r kénd till sin analytiska form kan kinslig-
hetskoefficienterna bestdmmas med hjilp av partiell derivering.

e Sortera beloppen av alla bidrag, |¢;| - u; i fallande storleksordning.
Forsumma alla bidrag som understiger 20% av det storsta (tumregel
5, sid. 51).

e Om de olika osiikerhetskomponenterna kan betraktas som oberoende,
bestim den sammanvigda standardosikerheten for det aktuella mét-
virdet,

\/C1U1 + 02u2

Om nagra komponenter misstidnks vara beroende av varandras virden
giller inte denna forenklade formel, utan beroendet méaste analyseras
speciellt, se avsnitt 5.3, sid. 108.

e Granska kritiskt alla de mitosikerheter av typ B som inte har kunnat
forsummas. Planera framtida statistiska forsok for att kunna ersitta
dem eller omorganisera métrutiner for att gora dem forsumbara.

e Berikna ekvivalent antal frihetsgrader fér den slutgiltiga standardosé-
kerheten genom sammanvigning av bidrag fran de olika osdkerheterna,

4
— Y
Z/y_ﬁ E% .

424
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Notera att typ B-skattningarnas bidrag i ndmnaren blir lika med noll
eftersom deras antal frihetsgrader betraktas som o#ndliga.

Om v, &r minst 11 sd anvinds téckningsfaktorn 2, annars bestéms
tdackningsfaktorn k ur t-fordelningstabell pa sid. 29.

Beridkna den slutgiltiga utvidgade métoséikerheten:

Uy=Fk-uy.

Beriikna slutligen ett jimforande matt for att bedoma de olika kél-
lornas inflytande pa den totala miétosikerheten, |cu;t,,|, dér ¢, &r
t-fordelningens virde enligt tabell 2.3.2 pa sid. 30 och samla resulta-
ten i en tabell:

Osakerhetstabell

Kalla Uu; typ v lal owilal  |euity,

N~ 2,2
Y Uy =/ ciu; - Veqg - - -

Den slutgiltiga métosikerheten anviinds for att ange ett 95%-igt konfi-
densintervall for métvirdet och foljande avrundningsregler rekommen-
deras for det angivna slutresultatet (tumregel 7, sid 53): Den utvidgade
métosdkerheten U, avrundas alltid till tva vérdesiffror. Det angivna
métvirdet avrundas till den decimalplats som den mest signifikanta
siffran hos %

Om mitsoikerheten dr for stor for det onskade dndamalet kan ta-
bellens sista kolumn anviindas for att prioritera forbéttringsarbetet
tillsammans med rekommendationerna i avsnitt 3.7.

Upprepade mitningar ger en minskad métosikerhet for medelvirdet:

2
Uu
Y1 2
Uy = +u
Yy n Y2

dar u32/1 dr summan av de kvadrerade osikerhetsbidragen som motsva-

rar repeterbarhet, dvs. fel som man vet varierar slumpmaiissigt mellan
de upprepade méitningarna, medan u§2 dir summan av de kvadrera-
de osiikerhetsbidragen som maste betraktas som konstanta mellan de

upprepade métningarna.



Kapitel 4

Kalibrering

Varje mitosikerhetsangivelse maste som tidigare papekats relateras dels till
en population av miitforhallanden, dels till en referens som representerar
sanningen. For att minimera avvikelsen fran sanningen i ett métvirde ge-
nomfor man kalibrering av méitsystemet gentemot den aktuella referensen,
vilket kan beskrivas som ett sitt att kontrollera om mdtsystemets medelvir-
de dverensstimmer med det nominella (6nskvdrda) virdet. Om méitsystemet
riskerar att fordindras i tid genomférs sadana kalibreringar vid upprepade
tillfillen, ofta med ett fordefinierat tidsintervall. Med kalibrering menas hér
helt enkelt en jaimforelse av métsystemets reultat med en referens. Utfallet
av kalibreringen kan eventuellt ge anledning till justering av miitsystemet
for béttre overensstdmmelse. Principen fér sparbar kalibrering och juste-
ring behandlas i avsnitt 4.1.

Vid kalibrering av ett instrument som har en linjir 6verforingsfunktion
anvinds kalibrering oftast for att bestimma instrumentets kinslighet, dvs
lutningen b hos den linje

y=a-+bx

som representerar sambandet mellan insignalen x och utsignalen y. Konstan-
ten a #r ibland irrelevant for anvéindningen da instrumentet nollstélls savil
vid kalibrering som vid anvéndning. Teorin bakom kalibreringen &r emel-
lertid densamma oavsett nollstdllning, nédmligen linjir regression, som
presenterades i avsnitt 2.5. Det specifika problemet i kalibreringssituationen
dr att sjdlva kalibreringen utfors med kiinda invariabler z, medan man vid
anvindningen ldser av y och vill veta x. Detta problem behandlas i avsnitt
4.1.1 och slutligen behandlas den speciella proceduren shuntkalibrering i
avsnitt 4.1.2.

4.1 Sparbar kalibrering

Vid kalibrering av miétutrustning kontrolleras utrustningen mot en referens
som i sin tur dr sparbart kalibrerad mot nagon referens accepterad att re-
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presentera sanningen. Om man antar att det forekommer en drift hos mit-
utrustningen s kommer den vid varje kalibrering att ha en viss systematisk
avvikelse, en bias. Denna kan skattas vid kalibreringen genom att man gor
upprepade mitningar av referensen. Man kan nu fraga sig om man bor ju-
stera med denna skattade bias efter varje kalibrering eller om man skall
avsta.

Vi betraktar den systematiska avvikelsen som en stokastisk variabel som
dr normalfordelad enligt

B~ N (0,0%)

Vid varje kalibreringstillfiille antas alltsé en slumpmaiissig bias. Vid métning
med utrustningen har vi ocksé ett normalfordelat miétfel, repeterbarheten

e~N (0,0?)

Vid kalibreringstillfille ¢ gors m métningar med ként sant virde p och
man far
Xij :/L—I—BZ‘—I—EJ' i =12,...,m
Avvikelsen fran referensen skattas med hjéilp av medelvirdet till

Bi=Xi —p

och variansen for denna skattning ar o2 /m.
Vid efterfoljande métningar med métsystemet fas, om det sanna virdet
ar y : .
Y; =y—+ BZ +¢,

dvs. en summa av det sanna virdet y, den systematiska avvikelsen fran
referensen B;, samt ett slumpmissigt métfel e.

Reproducerbarhet utan justering

Om man inte justerar med skattad bias s& anviinds ddrmed foljande skattning

av det sanna méitvirdet p R
@\Z(B ) - Y; )

Vinteviirdet av denna skattning ¢ver kalibreringsperioden, dvs. med avse-
ende pa € ir
J
B 5] =y + B
da ju B; dr konstant under perioden. Reproducerbarheten foér skattningen i
form av varians dr

Var {@(e])] =Varsly+ B;+¢] = 0'2B + ag

Variansen 023 for bias dr svar att bestdmma. Det bista séttet ér att
organisera en Round-Robin-mitning med ett stort antal laboratorier som
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representerar den globala spridningen i métforhallanden och skatta (72B med
hjdlp av variansanalys. Ett annat alternativ ér att anviinda egna upprepade
kalibreringsresultat och skatta variationen i bias ur dessa, dir ater frihets-
graderna bestims av antalet upprepningar. En sddan skattning ger forstas
endast en uppfattning om variationen i den egna métutrustningens bias,
men kan vara en nodvindig approximation om inga andra uppgifter finns
tillgéngliga.

En metod som anviinds i vissa sammanhang #r att skatta reproducer-
barheten med summan av repeterbarhet och uppmiitt bias,

s2+ B?.

Denna skattning ér faktiskt en variant pa skattningen med Round-Robin-
mitningar, men med endast en deltagare! Skattningen av biasvariansen har
da bara en frihetsgrad och Welch-Satterwaite-formeln (2.21) ger antalet ek-
vivalenta frihetsgrader for summan.

Reproducerbarhet vid justering

Om man istéllet justerar med skattad bias vid varje métning sa fas féljande
skattning av det sanna métvirdet

@( )=V, - B
Vinteviirdet av denna skattning ¢ver kalibreringsperioden, dvs. med avse-
ende pa € dr

E. [ﬂé‘])} =y

da ju B; dr konstant och E dr en vantevirdesriktig skattning av denna bias.
Variansen for skattningen &r

= 1
Var, [373(‘])} =Var. [y+Bi +e— Bi] =02+ 0%/m=o? <1 + E) .

Antalet frihetsgrader for denna skattning ges av antalet métningar bakom
skattningen av o2.

Skall man justera?

Resultaten visar att om man jamfor justering/icke justering blir reproducer-
barheten lika om 0% = 02 /m, och om bias har storre varians én medelvirdet
av biasskattningen sa kommer regelbunden justering att 6ka métosidkerheten
istéllet for att minska den. Detta problem ér jamforbart med kvalitetsstyr-
ning i en produktionsprocess och i de fall dér ett métsystem ligger i nérheten
av denna grians kan man anvinda styrdiagramsteknik for att endast juste-
ra vid s.k. larm, se allméint om styrdiagram i t. ex. Bergman/Klevsjs[11].
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Skattningsvariansen kan ju dock goras godtyckligt liten genom att tka an-
talet replikat, grianssituationen kan undvikas om upprepade méitningar &r
mojliga och justering ger da alltid en mindre métosékerhet.

Accepterat biasintervall

Den optimala metodiken for justering som beskrivs ovan dr ibland inte prak-
tiskt eller ekonomiskt genomforbar i en métprocess. Justeringar efter varje
kalibrering kan hindras av organisatoriska eller ekonomiska skl och kan ock-
sa innebéra risker for feljusteringar med #n storre métosidkerhet som foljd.
Vid sméa avvikelser fran referensvirden kan det i dylika fall vara béttre att
avsta fran justering. Regelbundna kalibreringar anviinds da endast for kon-
troll av att avvikelserna haller sig inom vissa grinser och dessa grianser kan
anvindas for att skatta métosikerheten.

Vi bestdmmer oss alltsa for att acceptera en avvikelse fran referensvéir-
det vid kalibreringen som maximalt far vara +B. Detta innebér i praktiken
en sorts sortering av kalibrerade instrument i acceptabla och oacceptab-
la. Ett séitt att modellera situationen efter sorteringen #r att betrakta det
systematiska felet som likformigt férdelat inom det angivna intervallet och
méitosikerhetsbidraget blir d& enligt (2.6):

2 -Z

3
En komplikation i detta forfarande #r att vi anvinder den uppmiitta av-
vikelsen fran referensen i sorteringen, vilken &r behéftad med ett visst fel
e, eventuellt minskat genom medelviirdesbidning. Detta fel har emellertid
normalt ett forsumbart inflytande, se avsnitt 5.4.

4.1.1 Kalibrering med linjir regression

Manga métinstrument ger en indirekt indikation av det méitta viirdet och
kalibreringen innebér d& ofta att bestdmma den 6verforingsfunktion som ér
vid handen mellan mitvirdet och instrumentvisningen. Sélunda dr manga
métinstrument byggda med elektriska kretsar och insignal i form av en mét-
virdesfordndring i t. ex. lingd, kraft, tojning, koncentration eller tryck ger
en utsignal i form av en elektrisk spénning. Sambandet mellan insignal och
utsignal kontrolleras genom att kéinda insignaler miits och utsignalerna av-
léises. Ur en mingd sddana resultat kan en generell 6verforingsfunktion be-
stdmmas. For en kraftgivare kan en sadan overforingsfunktion ofta tecknas
som en enkel linjar funktion: Utsignalens spinning &r lika med en summa
av en offset @ och en term som &r proportionell mot kraften F' med propor-
tionalitetskonstanen k:

u=a+kF .
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Instrumentets offset kan eventuellt justeras bort genom att instrumentet
nollstills savil vid kalibrering som anvéindning och dédrmed aterstar bara
proportionalitetskonstanten k, da ofta kallad kiinslighet:

Au=k- -AF.

For att bestimma konstanterna a och k anviinds linjér regression enligt te-
orin i avsnitt 2.5 och ett exempel pa hur det gar till visas i avsnitt 6.3,
dér vi ocksa visar hur regressionsmetodikens prediktionsintervall anvinds
for att bestdimma méitosidkerheten. Jimfort med det generella regressions-
problemet tar vi hir upp tva speciella problem vid kalibrering; némligen 1)
inversproblemet och 2) var allménna strivan efter forenklade metoder.

Inversproblemet

Nir ett kalibrerat instrument skall anvindas sa kommer kalibreringskurvan
att anvéindas i motsatt riktning mot vad fallet dr vid kalibreringstillfillet.
Vid t. ex. kraftkalibrering s& kontrollerar man vid kalibreringen vad instru-
mentet visar (y -virdena) nér det belastas med vissa kéinda krafter x. Nér
instrumentet anvinds vill man uttala sig om en okind kraft x utifran vad in-
strumentet visar, y. Detta betyder att den skattade kalibreringslinjen maste
inverteras vid anvéindning,

Yy Bo €
y=Pg+ Bz +e & T=———" — —
o b1 b1 B
och vi skattar = med foljande uttryck av de vid kalibreringen skattade pa-
rametrarna .
=L _F
B1 B

Osikerheten vid prediktion har da inte nagon enkel 16sning i enlighet med
(2.31). Variansen for ett predikterat vérde x* blir

~

1 I} €
Varlz*] = v*Var[—] + Var[Z2] + Var[=] + ...
ar[z*] =y ar[ﬁl] M[ﬁl] M[ﬁl]

ddr ... star for de tre kovarianstermerna. Vi kénner fordelningarna for de
skattade paramterarna [, och 3; men inte for kvoterna. Man kan dock
ansiitta en approximativ 16sning och far d& konfidensintervallet

st z—7)° 1
e—gxit/_EZTD 1

B Z?:l(xi_fy n

dér t tas ur en t-fordelningstabell med n — 2 frihetsgrader precis som i fallet
(2.31).



90 KAPITEL 4 KALIBRERING

Ett alternativ till denna approximativa losning &r att undvika inverte-
ringen genom att redan vid kalibreringen gora regressionen i “fel riktning”,
dvs. minimera felen i z-riktningen. Modellen blir da

x=0y+py+e

diar man direkt skattar de parametrar som skall anviindas vid framtida av-
lasningar av x. Prediktionsintervall beriknas helt i enlighet med (2.31),

—\2
z*(y) ZBSJrB;yis't\/%JrlH
Y (Wi =y n
De tva linjerna “regression av x pa gy’ respektive “regression av y pa x”
kommer inte att sammanfalla. Vilken bor da anvindas? Vi kan inte ge nagot
generellt svar pa denna fraga, men i de flesta fall ger de tvAd metoderna
likvéirdiga resultat och man bor vilja den som bést passar in i den praktiska
tillampningen. Foljande exempel ér ett starkt argument for den sistndmnda
metoden:
Betrakta foljande observationer pa lingden hos far/son i cm:

Far 170 170 180 180 190 190
Son 170 180 170 190 180 190

Vi ritar upp punkterna i ett diagram och ritar in tre linjéira anpassningar
till datapukterna: 1) den som minimerar felen i Son-riktning (réd linje med
minst lutning), 2) den som minimerar felen i Far-riktning (bla linje med
storst lutning) och 3) den som man kan forvéinta sig vara nérmast sanningen
(gron linje mellan de tva ovriga).

Vilken av linjerna 1) och 2) forutsiger bést sonens lingd om man kéinner
faderns? Vilken av linjerna 1) och 2) gissar bést faderns lingd utifran kun-
skap om sonens? Figuren visar att om man vill gissa sonens lingd utgaende
fran faderns s& bor man minimera felen i referensdata i just Son-riktning.
Om man istillet ville gissa faders lingd utifran sonens sa bor anpassningen
goras i den andra riktningen. Bada anpassningarna avviker fran den linje
som borde representera det korrekta sambandet, men om framtida mét-
virden motsvarar de referensviirden som anpassningen gjorts pa, sa #r det
uppenbarligen sa att anpassning i den riktning som prediktioner skall goras
dr den som minimerar prediktionsfel.

Forenklat prediktionsintervall vid kalibrering

Enligt (2.31) i avsnitt 2.5 ges ett prediktionsintervall for en skattad linje av
formeln

2
. - 1
Z/*(x):ﬁo‘*’ﬁﬂis‘t\/znm %) +—-+1

(
(e -3
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Figur 4.1: Tre linjdra anpassningar till uppmdtta ldngder pd far resp. son.

Vid kalibrering kan detta uttryck ofta vara onddigt komplicerat att anvinda
och dessutom é#r det inte ens mojligt att anviinda om inte alla x-viirden
vid kalibringen &r kéinda. Vi skall dérfor hirleda ett forenklat uttryck for
en specifik kalibreringssituation, samt undersoka villkoren avseende antalet
kalibreringspunkter for ytterligare forenkling.

For att forenkla uttrycket vill vi ersiitta alla x-viirden med nagot enklare
och vi viljer d& att studera det statistiska vintevirdet. Betrakta forst den
forsta termen under rottecknet:

(x —7)°
iy (2 —T)°

Anta att man vid kalibreringen valt n stycken referensviirden jamnt férdelade
inom det aktuella métomradet:

(4.1)

Tmin = T0, To + A, xo +2A,...,x0+ (N — 1) A = Tpmax -
Némnaren i (4.1)blir da lika med

n(n2 — 1)

n n
2 _ 2
Z(CEZ ;x0+ (i—1)A—-7) —TA

1=1

Anta vidare att instrumentet i fortsittningen kommer att anvindas med
lika stor frekvens inom hela méitomradetomradet. Medelviirdet av referens-
punkterna blir precis mittpunkten i métomradet och vi betraktar framtida
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métningar som likformigt fordelade inom mitomradet. Téljaren i (4.1) er-
sétter vi nu med dess vintevirde 6ver denna likformiga fordelning:

E[(x—f)ﬂ ~ Var[X] = (Tmax — Tmin) _ (o + (n—1) A —xp) _

12 12
(n—1)% A2
12 ’

ddr vi anvint variansuttrycket i (2.6). Slutligen bestémmer vi vénteviirdet
for hela uttrycket (4.1):

S (@ —7)2 | S (i -1)° 12820 (n2 1)
(n— 1)2 n—1

1
nn-1)m+l) n@m+l) “n

Med denna approximation fér den komplicerade termen i uttrycket for
prediktionsintervall far man foljande forenklade uttryck:

~ ~ 2
y*(fv):50+51$i3't\/5+1>

dér man endast behover kidnna till den skattade standardavvikelsen s och
antalet referensprover n. Konstanten t tas fran t-férdelningen dir antalet
frihetsgrader i detta fall blir n — 2. Ofta gors flera métningar pa varje niva,
varvid ovanstdende approximation star sig men antalet frihetsgrader i t-
fordelningen istéllet blir antalet nivaer minus tva, = — 2, dér r &r antalet
replikat.

Om ett stort antal referensmétningar gjorts kommer foérstas termen %
att fa forsumbart inflytande och det visar sig att det kritiska antalet kalibre-
ringsavldsningar blir lika med n = 12. Det korrekta konfidensintervallet blir
i ett sadant fall

/2 /2
+s-t4/—+1==xs-t4/—+1==41.08-5-¢.
n 12

Ett approximativt konfidensintervall skulle bli
+s-tV1==41-5-1
och motsvarande konfidensgrad kan beriknas som den som motsvarar fak-

torn k = 1.96%08 = 1.81 i normalférdelningen, vilket ger tédckningsfaktorn
93%.



4.1 SPARBAR KALIBRERING 93

Tumregel 8

Om kalibrering vid linjir regression utforts vid jaimnt férdelade
nivier, med totalt n kalibreringsmétningar sa dr métosikerheten

vid féljande métningar
2
s-toozsy/— + 1,
n

dir s ar standardavvikelsen skattad vid kalibreringen och %25
ar tagen ur t-fordelningstabell. Om n > 12 kan mé&tosidkerheten
istéllet beridknas med

s - 10.025

4.1.2 Shuntkalibrering

I métsystem déar den métta storheten i nadgon del av métkedjan storhet-
instrument-métvirde representeras av en elektrisk resistans sa kan man an-
vinda en referensresistans for shuntkalibrering. Detta innebér allmént att
man i samband med kalibreringen av instrumentet ersétter insignalen med
en eller flera kiinda referensresistanser, lidser av och noterar instrumentets
utsignal. Vid senare anvindning av instrumentet omkalibreras det genom
att med hjélp av referensresistanserna jamfora utsignalen med de noterade
virdena fran kalibreringstillfillet. Denna omkalibrering kan goras antingen
endast som kontroll av att instrumentet inte &r skadat eller som ett hjilp-
medel for att justera instrumentet fér den specifika métsituationen. Normalt
#r en av referensresistanserna en kortslutning, dvs. en nollavlisning och yt-
terligare en resistans dr tillricklig for att kalibrera instrumentet mot alla
linjdra fordindringar som kan skilja kalibreringstillfillet mot anvéndningen:
En enkel offset och/eller en proportionell forstéirkning av signalen kan alltsa
kontrolleras vid omkalibreringen. Flera shuntresistanser anviinds t. ex. for
tillampning pa olika métomraden eller for att kontrollera linjéritet.
Anledningar till en omkalibrering med hjélp av shuntning kan vara att
man vid métsituationen inte har samma uppséttning av instrument i mét-
kedjan, sdsom forstirkare, ledningar, filter eller displayutrustning. Andra
anledningar kan vara okontrollerad offset i métsistuationen, miljéinverkan
eller osékerhet i instrumentets instéllning. Justeringen av ett instrument
med hjilp av en shuntresistans gar da oftast till pa foljande sétt: Instrumen-
tet kopplas in i aktuellt métsystem, en nollsignal simuleras och instrumentet
nollstélls. Déarefter kopplas referensresistansen in och métsystemets forstéark-
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ning justeras till det vid ursprungskalibreringen noterade virdet. Notera att
endast linjéra foréndringar i métsystemet kalibreras med denna metod.

Vid varje justering i samband med shuntkalibrering infors ett métfel som
dr systematiskt till néista justeringstillfille. Ett fel uppstar pa grund av att
man vid varje shuntavldsning far fel i enlighet med den vanliga linjéra mo-
dellen (2.26), . Da proceduren med nollstéllning och forstérkningsjustering
innebir tva sddana avlésningar s& kommer miétosikerheten hos utsignalen
att fa ett tillskott pa 2-u?2, vilket 4r systematiskt. Ett annat fel kan uppsta
genom den att instillningen av forstirkningen gors med sémre noggrannhet
#n avldsningen. Ytterligare fel uppstar om inte samma exemplar av referens-
resistansen anvénds vid kalibreringen och justeringen och om antagandena
om linjéra system inte ér uppfyllda.

4.1.3 Maitosikerhet

Miitosikerhetsbidraget fran ett kalibrerat métinstrument hérror sig normalt
fran tre olika felkillor, ndmligen 1) fel i referensen, 2) slumpmissigt fel och
3) kvarstaende bias och dess standardosékerhet avseende reprocuderbarhet
bestdms ur summan av dessa tre felkiillors varianser

_ |2 2
Uinstr = [ Ure +uZ +uy .

Notera att av dessa tre felkillor maste den forsta och tredje ibland betraktas
som systematiska, medan den andra &r slumpmiissig. I ett globalt perspektiv
méste hela felet betraktas som slumpmaéssigt och summeringen ske enligt
formeln, men vid jimforande métningar lokalt kan ibland de systematiska
elimineras.

Fel i referensen

Om den referens som anviinds vid kalibreringen representerar sanningen sé
kommer a?e ;= 0. Detta kan t. ex. intréffa i kvalitetsstyrningfall da endast
variation inom en tillverkningsorganisation dr intressant och man definierat
sanningen med en vald referens.

Om referensen i sin tur dr bestimd genom néagot sparbart kalibrerings-
forfarande s kommer den att vara bestdmd med en osiikerhetsangivelse,
som normalt maste antas domineras av dess eventuella bias. Om specifika-
tionen uttrycklingen #r angiven i enlighet med etablerad standardmetodik
(GUM, EAL) sa ges forstas referensens osiikerhetsbidrag av dess utvidgade
standardoséikerhet delat med tva:

Uref
2

Upef =

Om specifikationen inte #r bestdmd enligt denna metodik bér man vara
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forsiktig och anta att felet &r likformigt fordelat inom intervallet:
Uref . Uref

Yrel =78 T 17

Slumpméssigt fel

Det slumpmassiga felet i detta sammanhang ér det som i kalibreringsproto-
koll ofta kallas repeterbarhet och representerar det métfel som #ndras vid
upprepade mitningar. Om man kan anta att detta felbidrag ér lika stort vid
efterfoljande métningar som vid kalibreringen sa kan dess osékerhetsbidrag
bestdmmas direkt ur kalibreringen genom att berikna standardavvikelsen
fran m upprepade métningar av referensen:

m

1 <\ 2

e =, | — Z (X; - X)
7j=1

Antalet frihetsgrader i denna skattning ér lika med m — 1 och skall beaktas

vid den slutliga mitosikerhetsangivelsen. Om antalet métningar ér fa kan

man forbéttra skattningen (och fa fler frihetsgrader) genom att sammanviiga

resultat fran olika nivéaer eller fran olika kalibreringstillfillen enligt formeln

for sammanviigd standardavvikelse (2.25).

Kvarstaende bias

Efter kalibrering kan man viilja att justera i enlighet med den uppmiitta
avvikelsen fran referensen. Detta kan ske antingen genom att instrumentet
justeras eller, om sa inte dr mojligt, genom att framtida métviirden juste-
ras. Justeringen gors med den bias som erhallits vid kalibreringen. Detta
ar forstas en skattning av sann bias och man far ett osikerhetsbidrag for
kvarstaende bias lika med osékerheten i det medelvirde som métts upp:

=
m
dar m dr antalet métvirden som medelvirdesbildats och wu. édr den skattade
standardosiikerheten for slumpfelet. Antalet frihetsgrader i denna skattning
dr lika med antalet frihetsgrader i slumpvariationsskattningen, dvs. m — 1
om denna &r skattad ur endast den aktuella mitningen.

Om man inte justerar med kalibreringsresultatet maste bias-variationen
skattas pa nagot sitt. Vi anger hér tva huvudmetoder for detta: a) skattning
genom observationsmetoden, eller b) sortering. En tredje mojlighet #r att
man kan bortse fran bias om den &r férsumbar. Kriteriet for detta ges i
tumregel 6 pa sidan 51.

Skattning enligt observationsmetoden bygger pa att man har tillgang till
upprepade observationer pa avvikelser fran referensen. Sddana observatio-
ner kan vara grundade pa resultat fran ett antal olika instrument, antingen i
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den egna organisationen eller genom miitjimforelser med andra laboratorier.
De kan ockséa vara grundade pa upprepade kalibreringar pa ett instrument
om variationen i bias #r tidsberoende. Vid kalibrering med linjér regression
kommer avvikelser fran den riita linjen att vara en typ av kvarstidende bias.
Dess inverkan pé osikerheten kommer emellertid att inga i skattningen av
variationen kring linjen vid kalibreringen, se exemplet om kraftkalibrering
i avsnitt 6.3 pa sid. 123. Allmént géller hir, precis som alltid vid anvénd-
ning av observationsmetoden, att det urval som anvinds maste motsvara
ett slumpmaissigt urval ur den population som miétosikerheten skall avse.
Skattning av UQB genomfors genom variansanalys, se avsnitt 3.5.4.

Skattning genom sortering kallar vi det forfarandet att man bestdmmer
grianser for acceptabel avvikelse fran referensen och att instrumentet justeras
eller kasseras om det hamnar utanfor grinserna. Ett sadant forfarande &r
ofta praktiskt i fall dir kraven pa méitosikerheten inte #r storre dn att
man kan kosta pa sig en extra osdkerhet for att underldtta rutiner. Om
grinserna dr satta till £B sa antar man ldmpligen en likformig férdelning
fér de sorterade instrumenten:

B _ B
B3 17
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4.2 Sammanfattning

Ett métsystems relation till sanningen bestdms genom kalibrering. San-
ningen representeras av en referens som i globalt perspektiv kan vara hér-
ledd till de grundléiggande Sl-enheternas definitioner och i lokala perspektiv
kan representeras av en lokal normal. Varje métinstrument bor vara spar-
bart kalibrerad mot den referens som #r intressant for méitindamalet, vilket
betyder att en sparbar kedja av jamforelser skall vara genomford med till-
hoérande méitosikerhetsangivelse i varje steg. I varje steg har man dédrmed
tillgang till 1) osiikerhet i referensen och 2) ett antal kalibreringsmétningar
mot denna referens. En kalibrering kan besta i jamforelse vid en enda niva
eller jamforelser inom ett bestdmt métomrade.

Mitosikerhetsbidraget fran ett kalibrerat métinstrument héirror sig fran
tre olika felkillor, ndmligen 1) fel i referensen, 2a) slumpmaéssigt fel och 2b)
kvarstaende bias. Dess standardosiikerhet bestdms ur summan av dessa tre

felkallors varianser
_ 2 2
Uinstr = \[Upef +u2 +uy .

Av dessa tre felkillor méste den forsta och tredje ibland betraktas som sys-
tematiska, medan den andra alltid dr slumpmaissig. I ett globalt perspektiv
betraktas hela felet som slumpmaiissigt och summeringen sker enligt formeln,
men vid jimforande métningar lokalt kan de tva systematiska felen ibland
elimineras.

Fel i referensen

Om den referens som anviinds vid kalibreringen representerar sanningen sa
kommer O’Ze ¢ = 0. Detta kan t. ex. intréffa i kvalitetsstyrningfall da endast
variation inom en tillverkningsorganisation ér intressant och man definierat
sanningen med en vald referens.

Om referensen i sin tur ér bestimd genom nagot sparbart kalibrerings-
forfarande sa kommer den att vara bestdmd med en osdkerhetsangivelse. Om
specifikationen uttrycklingen dr angiven i enlighet med etablerad standard-
metodik (GUM, EAL) sa ges referensens osikerhetsbidrag av dess utvidgade
standardosiikerhet delat med tva:

Ure f

Upef =

2

Om specifikationen inte #r bestdmd enligt denna metodik antar man att
felet &r likformigt fordelat inom intervallet:

Uref
uref = \/g
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Slumpmassigt fel

Det slumpmiissiga felet ér det som i kalibreringsprotokoll ofta kallas repeter-
barhet och representerar det métfel som #éndras vid upprepade mitningar.
Om man kan anta att detta felbidrag #r lika stort vid efterfoljande métning-
ar som vid kalibreringen sd kan dess osikerhetsbidrag bestdmmas direkt
ur kalibreringen genom att beriikna standardavvikelsen fran m upprepade
miéitningar av referensen:

m—14
7j=1
Antalet frihetsgrader i denna skattning &ér lika med m — 1 och skall beaktas
vid den slutliga métosikerhetsangivelsen. Om antalet métningar dr fa kan
man forbéttra skattningen (och fa fler frihetsgrader) genom att sammanviiga
resultat fran olika nivaer eller fran olika kalibreringstillfillen enligt formeln
for sammanviigd standardavvikelse (2.25).

Kvarstaende bias

Efter kalibrering kan man vélja att justera i enlighet med den uppmiitta
avvikelsen fran referensen. Detta kan ske antingen genom att instrumentet
justeras eller, om s& inte dr mojligt, genom att framtida métvirden juste-
ras. Justeringen gors med den bias som erhallits vid kalibreringen. Detta
dr forstas en skattning av sann bias och man far ett osikerhetsbidrag for
kvarstaende bias lika med osiékerheten i det medelvirde som métts upp:

=
m
dar m ar antalet mitvirden som medelvirdesbildats och u. ér den skattade
standardosiikerheten for slumpfelet. Antalet frihetsgrader i denna skattning
dr lika med antalet frihetsgrader i slumpvariationsskattningen, dvs. m — 1
om denna &r skattad ur endast den aktuella métningen.
Om man inte justerar med kalibreringsresultatet maste bias-variationen

skattas:

1. skattning enligt observationsmetoden kan goras om man har tillgdng
till upprepade observationer pé avvikelser fran referensen. Sadana ob-
servationer kan vara grundade pa resultat fran ett antal olika instru-
ment, antingen i den egna organisationen eller genom mitjimforelser
med andra laboratorier. De kan ocksd vara grundade pa upprepade
kalibreringar pa ett instrument om variationen i bias &r tidsberoende.
Skattning av u2 genomfors genom enkel standardavvikelse ver ett
antal instrument, eller genom variansanalys om andra variationskéllor
maste skiljas ut, se avsnitt 3.5.4.
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2. skattning genom sortering gors genom att man bestimmer grinser for
acceptabel avvikelse fran referensen och att instrumentet justeras eller
kasseras om det hamnar utanfér grinserna. Ett sadant forfarande ér
ofta praktiskt i fall didr kraven pa mitosikerheten inte dr storre én
att man kan kosta pa sig en extra oséikerhet for att underléitta rutiner.
Om grinserna ér satta till £B s& antar man ldmpligen en likformig
fordelning for de sorterade instrumenten (se tumregel 9, sid. 114:

B
up = —

V3

3. bias-variationen sétts till noll om den &dr férsumbar. Kriteriet for detta
ges i tumregel 6 pa sidan 51.

Kalibrering for ett métomrade

Vid kalibrering for mer dn en métniva kan resultatet sammanfattas i en
kalibreringskurva som anviinds i efterfoljande métningar. Vid anpassning
till en rit linje anvinds lampligen modellen

r=0y+By+e,

dér y dr de uppmiitta resultaten, x ér de instillda nivierna pa referensen,
3y och 3] #r parametrarna i modellen och ¢’ &r ett felbidrag. Detta forfaran-
de innebér i praktiken att man justerar for en dvergripande bias genom [,
medan nivarelaterade avvikelser fran den réta linjen inkluderas i €’. Oséiker-
heten i framtida métningar avseende olinjdriteten kommer dérmed att ingé
i skattningen av variationen kring linjen vid kalibreringen. Mé#tosékerhets-
bidraget fran ett instrument som kalibrerats i ett intervall ges av tumregel
8 pa sid. 93: Om kalibrering vid linjir regression utforts vid jimnt forde-
lade nivaer, med totalt n kalibreringsmétningar sa adr métosikerheten vid

foljande métningar
2
s-to.0250/ —+ 1,
n

dér s #r standardavvikelsen skattad vid kalibreringen och £ 25 dr tagen ur
t-fordelningstabell. Om n > 12 kan métosékerheten istéillet beriknas med

5 10.025






Kapitel 5

Speciella problem vid
mitosikerhetsberikning

5.1 Felets vanteviarde ar skilt fran noll

Mitosikerhetssummeringen bygger pa att endast varianserna summeras och
att det resulterande konfidensintervallet #r symmetriskt kring métvirdet,
dvs. vi antar att vintevirdet for métfelet dr lika med noll. T vissa fall &r
detta inte uppfyllt, vilket kan kriva ytterligare utredning. Ett exempel ér
det vinkelfel som uppstar vid lingdmitning av en rektangulér detalj. Se
figur nedan

al —
L

N

dér « dr det vinkelfel som operatoren introducerar. Métningen av lingden L

blir ddrmed alltid ldngre &n eller lika med den korrekta, oavsett om vinkeln
« dr positiv eller negativ. Matematiskt kan detta uttryckas pa foljande sétt

L= Lcos(a) ,

dér L #r den uppmiéitta lingden med vinkelfelet .. For att fa ett osikerhets-
matt som dr anviindbart i den allménna métosékerhetsanalysen bor man hér
justera sin lingdméitning med vintevirdet av felet och sedan ansitta stan-
dardosiikerheten for vinkelfelet som dess standardavvikelse. Det visar sig
dock inte vara sa enkelt att bestéimma osiikerheten. Om vi anviinder Gauss
approximationsformel i detta fall sa skulle vinkelfelet ge kéinslighetskoeffici-

enten 5
I~
Co = = = Lgsin (ap),

Oa
101
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dar EO och aq star for respektive vintevirde. Men vintevirdet for vinkel-
felet &r rimligen lika med noll och dérmed blir ¢, = 0. Vinkelfelet bidrar
inte alls till métosikerheten! Detta visar hur Gauss approximationsmeto-
dik inte alltid fungerar och i detta fall méste man gora en mer detaljerad
undersvkning. Vi formulerar da forst det relativa felet:

— =——=—=1—cos(a),

och gor en approximativ undersokning med hjéilp av simulering i ett da-
torprogram. Anta att vinkelfelet #r normalfordelat med viinteviirde noll och
variansen Uz,

a~N(0,07).

Generera 100 000 normalférdelade slumptal {a;,i=1,2,...,100000} som
representerar vinkelfel. Berdkna for varje sddant tal det relativa lingdmét-

ningsfelet
€L
— ¢ =1—cos(q).

Berikna medelviirde och standardavvikelse for dessa 100 000 relativa fel.
Gor motsvarande simulering for ett antal olika varianser 0%. Anpassa funk-
tioner till resultaten. Det visar sig da att man for o < 10° far en utmérkt
approximation genom att sétta

E [%L] - Costak) 1, (|Var [%L] — 14 (Wtak) - 1) :

Man bor alltsa justera sin lingdmétning med hjélp av E [%] :

IS

L = E—eL:E—E- = %E<1—E[67L}>:
L L

-7 ()= )

och ansitta standardosikerheten

- 1
ua:1.4-L-< —1>
cos (o)

Allméant géller alltsia att man i fall da felets vintevirde inte &ar
lika med noll justerar med felets vintevirde och sedan anvinder
dess varians till skattning av standardosékerheten. Naturligtvis kan
man med stéd av tumregel 6 pa sidan 51 férsumma avvikelsen fran vinte-
virdet om den &r tillrickligt liten.
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5.2 Kvalitetsstyrning

Kvalitetsstyrning i produktionsprocesser ér ett omrade dér statistiska verk-
tyg kommit till anvindning och dér métningar intar en central plats. T. ex.
Shewharts styrdiagram [11] bygger pa att man genom kontinuerliga mét-
ningar bevakar en produktionsprocess variation. Man kan identifiera tva
olika angreppssétt i kvalitetsstyrningen:

e Styrning mot malvirde

e Styrning mot tolerans

Styrning mot malviirde innebér i princip att man alltid siktar pa att
uppnd nominellt virde for en produkt. Denna strivan i kombination med
att variationen i produktionen begrinsas ger en liten felsannolikhet, vilket
kan uttryckas som att produktionen &r under statistisk kontroll. Variationen
i produktionen miits ofta med mattet duglighet (eng: capability), som jamfor
variabiliteten i métvirden med toleransintervallet,

U -1

C 60

dir U och L representerar 6vre respektive undre toleransgrins och o #r
standardavvikelsen for métvirden, dvs. en kombination av produkternas va-
riation och métsystemets.

Ett typiskt verktyg for att bevaka att produktionen #r under statistisk
kontroll &r ett styrdiagram av typ medelvirdes- och variationsviddsdiagram
(average and range control charts) diar métningar registreras pa ett systema-
tiskt sitt. Mitosikerheten i form av reproducerbarhet ér hér ofta irrelevant
eftersom lokala referenser dr vanliga. Regelbundna kalibreringar mot sadana
lokala referenser ser till att styrningen riktas mot ett korrekt virde. Repe-
terbarheten har hir betydelse endast som en komponent i totalvariationen.
I fall ddr produktionens egen variation dominerar kommer forbédttringar i
miétsystemets repeterbarhet dirfor att ha en marginell betydelse. Instruk-
tionen for métsystemsanalys i kvalitetsstandarden QS9000 (MSA) ér typiskt
avsedd att tillimpas pa denna kvalitetsstyrningsprincip, vilken behandlas i
nista avsnitt, 5.2.1.

Styrning mot tolerans innebiir att produkterna skall ligga inom bestémda
toleranser och kontrollmitning sker pa varje produkt med resultatet: god-
kiéind eller icke godkind. Vid sadan kvalitetsstyrning far métosikerheten en
avgorande betydelse; miitfel kan orsaka att vissa produkter kasseras i onddan
och andra godkinns trots felaktiga egenskaper. Hér dr ibland reproducer-
barheten avgérande, nimligen om toleranserna avser nagot som skall vara
jamforbart globalt, men ibland ér endast interna jimforelser relevanta och
da giller att métosiikerhetet avser repeterbarhet. Matosikerhetens inverkan
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pa producent- resp. konsumentrisk vid styrning mot tolerans behandlas i
avsnitt 5.2.2.

Naturligtvis styrs ofta kvalitet genom nagon blandning av de hér tva styr-
ningsprinciperna och métosikerhetens betydelse i varje specifikt fall maste
avgoras med hénsyn till de speciella forhallandena som giller.

5.2.1 Mitsystemsanalys (MSA)

I kvalitetsstandarden QS9000 finns en instruktion for att genomféra en miét-
systemsanalys (MSA) fér métsystem avsedda att bevaka produktionsproces-
ser. Ett av malen for en sddan analys dr att undersoka om miéitsystemet &r
tillrickligt noggrant i jimforelse med produkternas variation eller i jamfo-
relse med aktuella toleranser. Ett annat mal ér att finna de avgorande méit-
felskillorna och atgéirda dem. Instruktionen utgar fran en nagot foraldrad
metod, byggd pa variationsvidder, men anger ocksé variansanalysen (ANO-
VA) som ett alternativ. Analysen genomférs da i enlighet med exemplet
i avsnittet om variansanalys med tva faktorer, 3.5.4. MSA-manualen an-
vinder foljande beteckningar for de olika variationskomponenterna. Vara
beteckningar for motsvarande storheter anges i tredje kolumnen., dir for
overskadlighetens skull de numeriska viirdena i ndmnaren &r tagna ur det
konkreta exemplet i avsnitt 3.5.4.

detalj (produkt) PV MJS_Q;MSE

- R MSo—MS
operator AV \/Var|B] =/ =%5522
samverkan v 0

slumpfel (instrument) EV MSE

Om samverkanseffekten visar sig vara signifikant sa ges MSA-storheterna
istéllet av

slumpfel (instrument) EV /M Kv(Inom)

detalj (produkt) PV \/MKv(Kolumncr);é\/lKU(Intcraktion)
operator AV \/MKU(Sampcl) —13'42Kv(1ntcraktion)

IV \/MKU(Intcraktion)—MKv(Inom)

samverkan 5

dir Excel-storheterna ur exemplet anviints i hogerkolumnen.
Dessa komponenter skattas ur variansanalystabellen och sammanvigs till
en mitosikerhet, kallad GRR (Gage Repeatability & Reproduceability):

GRR =+\/EV2+ AV2 4+ V2.

Problem 5.2.1 Berdikna GRR for exemplet givet © avsnitt 3.5.4 med hjdlp
av de bada metoderna angivna hdr, dvs. bortse i det ena fallet fran att sam-
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verkaneffekten dr signifikant. Jimfor resulterande mdtosdkerhetsskattningar,
samt studera hur de olika komponenterna i GRR paverkas.

MSA-manualen ger ocksd en metod for jamforelse av mitosikerheten

med produktionens totala variation. Det matt som da anviinds &r
%GRRY =100 - C;ivR , eller %GRR® =100 - Wﬁ% :

déir i den forsta varianten TV dr den totala variationen som kan skattas ur va-
riansanalysen som TV = /GRR? + PV2. 1 den andra formeln jimfors mé-
tosikerheten istéllet med toleransvidden |U — L|, skalad med konstanten 6.

MSA-manualens tumregel for godkiéinnande av ett métsystem &r: god-
kint om %GRR < 10% och underkint om %GRR > 30%, medan resultat
déremellan normalt kridver speciella ¢verviganden. Dessa gréinser har ut-
satts for mycket kritik, da de ofta dr svara att uppna, men da méitsystemet
éinda anses duga for att bevaka produktionsvariationen. Detta kan ha flera
orsaker, t. ex.: a) att man inte tar hinsyn till att man i kvalitetskontrollen
medelviirdesbildar flera métningar, vilket naturligtvis ger en mycket béttre
%GRR, b) att endast repeterbarheten #r relevant vid bevakningen, varvid
GRR #r ett overdrivet matt och EV borde anvéndas istéllet, eller c) att to-
leransintervallet |U — L| i jimforelsen inte &r bestédmt utifran samma filosofi
som den QS9000 representerar.

5.2.2 Toleranser

Om miitsystemet skall anvindas for att kontrollera uppfyllandet av en tole-
rans stéills oftast hogre krav pa dess noggrannhet. Mitosikerheten vid jam-
forelse med toleransgrinser orsakar dels att korrekta produkter forkastas,
dels att felaktiga produkter godkiinns; miitosikerheten ger en “producent-
risk” resp. en “konsumentrisk”. Vi skall i detta avsnitt understka hur dessa
risker kan beriknas utifran den beridknade métsosikerhetens relation till
toleransvidden.

Anta att produktionens resultat #r normalfordelat med variansen (%)2,
dir U och L &r ovre respektive undre toleransgrédnsen och c¢ &r en kon-
stant som relaterar produktionsvariansen till toleransen. I MSA-manualen
#r ¢ = 6. Anta vidare att produktionens vinteviirde &r p.

2
XNN(M,TQ), 7'2:<U_L>

C

Miitsystemet som anvinds for att avgora produkternas godkinnande eller
forkastande antas ha en mitosikerhet som ér en viss andel av produktionens
variation. Varje métning av « har da fordelningen

Y~N (LL‘,O'2)
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dir standardavvikelsen o &r proportionell mot produktionens standardavvi-
kelse

o=vT

I MSA-manualen identifieras ¢ med begreppet GRR. och proportionalitets-
konstanten 100y med %GRR.

Vi undersoker forst sannolikheten for felaktigt godkiéinnande av en pro-
dukt pga. oséikerheten i métsystemet:

P{LLY<Ulz<LVz>U} =
P{LLKY<Ulg<L}+P{LLY <Ulz>U} =

o0

L
| BB Wl @dot [ B )= Fy ()] fx @)de (1)
oo U
dar F(-) och f(-) dr fordelnings- resp. frekvensfunktioner for respektive va-
riabel, givna av normalférdelningarna ovan.

Vi bestdmmer hérnist sannolikheten for felaktigt underkdnnande av kor-
rekta produkter:

P{Y <LVY >U|L

<z<<U} =
P{Y<LIL<z<U}+P{Y>U|L<z<U} =

U U
/ Fy (L) fx () de + / 11— Fy (U)] fx (2) da (5.2)
L L

Dessa bada sannolikheter kan beriknas numeriskt och vi visar i ett exempel
hur resultatet kan se ut.

Exempel 5.2.1 Vi faststiller toleransintervallet till [L,U] = [30,40] och
sdtter ¢ = 6 enligt MSA-manualen. Vidare sditter vi %GRR=10%, vilket dar
det som betraktas som helt godkant enligt MSA-manualen. Vi ansdtter forst
att vantevdrdet © produktionen ligger mitt i toleransintervallet, p = % =
35. Sannolikheten for underkinnande av en korrekt produkt enligt (5.2) blir
dd 0.04% medan sannolikheten for godkind felaktig produkt enligt (5.1) blir
0.03%. Om vi istdllet har ett matsystem med %GRR=30%, vilket med tvekan
ar godkdnt enligt MSA, sa blir isdllet sannolikheterna 0.2% resp. 0.07%.

Exempel 5.2.2 Man kan ju ocksd underséka fallet da vantevdrdet i pro-
duktionen avviker fran det mittersta vdrdet. I féljande figur dr ovanstaende
exemplel utvidgat till de fall dd vintevdirdet kan avvika fran mittvdrdet med
maximalt tvd enheter.
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1.4
= = = %GRR=10%, prod. risk
%GRR=10%, kons. risk
%GRR=30%, prod. risk

12 : . . : i
%GRR=30%, kons. risk

o
©
T
I

risk i procent

=3
o
T
I

0 1 1 1 1 1 1 1

33 335 34 345 35 355 36 365 37
medelvarde for produkt

Vi ser att sannolikheten for felaktiga beslut kan bli synnerligen stor,
speciellt om man inte har vintevirdesriktigt medelvéiirde i produktionen.

Losningen for konstruktoren kan vara att minska toleransintervallet, dvs.
anvinda en sikerhetsmarginal. Om denna siikerhetsmarginal &r 100s % av
intervallets omfang s kommer sannolikheterna att bli

P{L+sU-LKY<U-s({U-L)|Jz<LVa>U}=

/L IFy (U = s(U — L)) = Fy (L+ s(U — L))] fx () dz +

—00

/Uoo [Fy (U — s(U — L)) — Fy (L + s(U — L)) fx (2) dz

respektive
P{Y<L+4+s{U-L)VY>U-s{U-L)|L<x<U}=

U U
/ Fy (L +s(U = L)) fx (z) dz + / (1= Fy (U = s(U = L))] fx (z) da
L L
Resultatet blir att sannolikheten for felaktigt godkéinnade (kundrisken) mins-
kar, medan sannolikheten for felaktigt underkéinnande (producentrisken)
okar:
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konsument- resp. producentrisk vid olika sakerhetsmarginaler d& %GRR= 30%
10 T T T T T T T T

producentrisk

risk i procent
o
=
T
Il

konsumentrisk -

0.01

0.001

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
sékerhetsmarginalens andel av toleransvidd

Vi ser alltsa att utifran de angivna férutsédttningarna sa ér det enda séittet
att minska savil producent- som konsumentrisk att férbittra métsystemet,
dvs minska %GRR, och att for ett givet méitsystem sé giiller att en séikerhets-
marginal péa toleransintervallet kan séttas for att minska konsumentrisken
och dédr man dérmed maéaste avviga de bada riskerna med andra kriterier én
statistiska. Vi ser ocksé att det &r mycket viisentligt att halla produktionens
vinteviirde nira malvirdet. Ett séitt att genomfora en kompromiss mellan
producent- och konsumentrisk utan att férbéttra métsystemet ér forstas att
etablera en siikerhetsmarginal i vardera riktningen och kanske ge resultat
som faller inom ett intervall utan avgorande en sérskild behandling.

Risken for felaktiga kassationer eller godkdnnanden beror alltsa pa flera
storheters forhallande till varandra, nimligen métosidkerheten, produktio-
nens férdelning, speciellt dess vinteviirde och varians, samt toleransvidden.
Eventuella siikerhetsmarginalers storlek har ocksa stort inflytande. Det &r
dirfor svart att ge generella rekommendationer, utan berikningar bor ge-
nomforas i varje specifikt fall for de aktuella virdena pa de kritiska storhe-
terna. Det givna exemplet kan tjina som vigledning for hur och nér sddana
beridkningar #r nodvindiga att genomfora.

5.3 Korrelation

Om osikerhetskomponenter ér relaterade till varandra pa nagot séitt sa kom-
mer den enkla summeringen av varianskomponenter enligt ovan att bli fel-
aktig. Detta kan exempelvis intriffa om nagra osikerhetskomponenter har
tendens att samvariera, dvs. tendera att vara stora resp. sma samtidigt. Ett
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statistiskt matt pa samvariation #r kovarians, som presenterades i kapitel 2.
Det ér definierat som viintevirdet av produkten mellan tva slumpvariablers
avvikelse fran sina respektive viintevirden:

Kov(z,y) = E[(x — Ez]) (x — Ey))]

Denna storhet ér ofta svartolkad da den beror pa vilken skala man anviinder
for de tva slumpvariablerna. Dérfér har man definierat den normaliserade
storheten korrelationskoefficienten:

Kov [z,y]
ple,yl = ——=
00y
Denna storhet &dr alltid ett tal mellan -1 och 1, didr p = —1 betyder en

fullstindig linjér negativ samvariation, p = 1 en motsvarande positiv sam-
variation och p = 0 betyder att variablerna &r okorrelerade, dvs. inget linjért
samband finns mellan variablerna. I vart problem med att sammanviga olika
osiikerhetskomponenter ér vi intresserade av att studera summor av stokas-
tiska variabler och da giller:

Var( X +Z)=0% + 0% +2-Kov (X, Z) = 0% + 0% +2-0x02pxy

Vi kan identifiera foljande specialfall for korrelationerna 0, 1, resp. -1:

O’%(‘FO'QZ, p=0
Var (X +Z] =1 0% + 0% +2-0x07 = (ox +02)° p=1
(0x —0z)° p=-1

Notera att var standardmetodik beskriven ovan motsvarar fallet da korrela-
tionskoefficienten #r lika med noll. Vid full positiv korrelation far man ett
uttryck som motsvarar den metod som var tradition i klassisk fysikundervis-
ning, dvs. summering av maxfel. Den innebér att man betraktar det virsta
fallet, da bada felen &r storst samtidigt. Slutligen innebér en negativ korre-
lation att variationen for summan minskar, med totalt utsldckning om man
har lika varianser och full negativ korrelation.

Exempel 5.3.1 Osdkerhetskomponenterna temperatur, luftfuktighet och luft-
tryck paverkar de flesta mdtningar i varierande grad. Hdr torde det finnas
en tendens till samvariation, da hogtrycksdagar, dtminstone pd sommaren 1
Sverige, har hég temperatur och lag luftfuktighet. Beroende pd hur dessa tre
komponenter paverkar mdtningen far man en positiv eller negativ korrelation
och den kombinerade mdtosdkerheten paverkas av detta.

Exempel 5.3.2 Vid mdtning av elt stilobjekt med ett skjutmdatt av stdl
kommer temperaturen att vara en osdkerhetskomponent. Den paverkar dock
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savdl mdatdon som mdtobjekt, i det ena fallet positivt, i det andra negativt.
Detta innebdr att felen tar ut varandra vilket kan beskrivas © vara matematis-
ka termer sd att korrelationskoefficienten mellan dessa tvd osdkerhetskom-
ponenter dr lika med -1. Vid mdtning av en komponent av nagot annant
material blir korrelationskoefficienten ndgot tal mellan -1 och 0.

Exempel 5.3.3 Vid kvalitetskontroll av produkter ¢ en tillverkningsprocess
har man ofta ett toleransintervall, som produkterna skall uppfylla. Ibland
forekommer en fullstandig kontroll av produktionen och produkter som faller
utanfor toleransen kasseras. Hdar kan man tinka sig en korrelation mellan
produkternas egenskap och mdtoperatorens mdtfel: Antag att operatérerna
har en god vilja och hellre friar dn faller, dvs. hellre godkdnner dn kasserar
om produkten ligger ndra grinsen. Detta skulle betyda att stora produkters
mdtt underskattas, medan sma produkters overskattas och en negativ korre-
lation skulle kunna detekteras.

Exempel 5.3.4 Vid upprepade mditningar kan man ibland ha en tidsbero-
ende felkdlla. Ett exempel dr 50 Hz-storningar orsakade av vart elndt pga
bristfillig likriktning. Om upprepade mdtningar genomfors med ett elekt-
riskt mdtinstrument under en kort tidsrymd (mindre dn en period T = 0.02
s) sa kommer storningens varde att likna det forra mdtvardet och man har
en positiv korrelation.

I det sista exemplet har man korrelation mellan olika méittillfillen. Denna
typ av fel dr alltsd konstant vid upprepningar och #r ddrmed systematiskt
enligt var tidigare definition. Systematiska fel kan alltsd modelleras med
hjdlp av korrelation, vilket ytterligare demonstreras i kalibreringsexemplet i
avsnitt 5.3.2 nedan.

5.3.1 Behandling av korrelerade komponenter

Korrelationer ger komplikationer vid berikning av métsosékerheter eftersom
korrelationskoefficienten oftast ér okéind och dessutom ofta dr svar att upp-
skatta. Ofta orsakas korrelationen mellan tva eller flera variabler av att de
alla #r funktioner av nagon annan underliggande variabel. Det &r dérfor vik-
tigt att forsoka forsta de underliggande mekanismerna och stka uppskatta
de underliggande, mindre korrelerade, osikerhetskomponenterna.

Skattning av korrelationer kan ibland ske genom fysikaliska bedomningar
som i exemplen med skjutmétt och 50 Hz-storningen. I andra fall, som i kva-
litetskontrollexemplet, maste statistiska férsok och formel (2.9) anviindas.

5.3.2 Korrelation pa grund av gemensam normal

Betrakta fallet da vi anviinder en kalibrerad vikt som har ett okint sys-
tematiskt fel B och var viigning tillfor ett slumpmaiissigt fel e. Det okiinda
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systematiska felet kan betraktas som slumpmaéssigt draget ur en population
av viktavvikelser och vi antar att vi kiinner standardosikerheten for denna
population, up. Standardosikerheten for det slumpmiissiga felet i métning-
en dr ue. Sett ur ett globalt perspektiv #dr da den totala méitosikerheten,

reproducerbarheten:
u=\/uh+u . (5.3)

Denna osikerhet representerar situationen att man viiger med en slumpmés-
sigt vald referensvikt. En sadan referensvikt har massan m; = m + Bj, dvs.
en summa av den nominella massan m och den specifika systematiska avvi-
kelsen B;. Vid en métning mot referensvikten tillkommer ett slumpméissigt
fel och métning nr ¢ ger foljande resultat:

m; =m+ Bj+e¢;

Variansen for en sadan métning blir

Var (m;) = Var (B) + Var (e) + 2Kov (B, e) = u% + u?

e

i enlighet med (5.3) eftersom kovariansen #r noll da de bada slumpvariabler-
na B och e dr oberoende. Om man nu istillet anvinder samma referensvikt
vid flera métningar s& kommer kovariansen for tva métningar att bli:

Kov (m;,my) = E[(m; —m) (M —m)] = E[(Bj +e€) (Bj +e)] =
E[Bjei] + E [Bjeg] + E leie] + E [Bf] =0+ 0+ 0+ up = uj
dvs. om man tar summan av tva dylika métningar
m; +my =2m + 2B +e; + ¢, (5.4)
sa kommer variansen for denna summa att bli
Var (m; +my) = Var (my;) + Var (my) + 2Kov (my;, my,) =
= 2u% 4 2u? + 2u% = 4ud + 2u?.
Samma resultat far vi om vi istéllet réiknar direkt pa métresultatet (5.4):
Var (m; +my) = Var (2m+2B; +e; +e;) = Var (2B;) + 2Var (e) =
= 4Var (B;) + 2Var (e) = 4u% + 2u?.

Kovariansen #r alltsa vid upprepade métningar lika med den variansdel
i den totala méitosikerheten som representerar den slumpvariabel som halls
konstant, u% i (5.4). Denna kovarians kan uttryckas i form av korrelations-
koefficient:

Kov (i, 2
Korr (mi,my) = ov (i, 1) — B

-~ Var (my) - Var (mg)  uh+u?’

Korrelationen i upprepade miitningar ér alltsd kvoten mellan variansen for
det systematiska felet och den totala variansen.
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5.4 Matosidkerhet efter sortering

5.4.1 Problemstéillning

Vid kalibrering av vikter specificeras ibland ett toleransintervall som anvinds
vid senare anviéindning av vikterna for att uppskatta den totala méitosiker-
heten. Vikter som inte uppfyller toleransintervallet kasseras. Det fel som to-
leransintervallet representerar ér den systematiska avvikelse som varje vikt
har gentemot en normal. Vid kalibreringen kommer bestdmningen av viktens
fel att sjdlv ha en slumpmiissig variation pa grund av t. ex. vagen, miljon och
handhavandet och foljaktligen kommer vissa vikter som skulle godkints att
underkiinnas och vice versa. Det specificerade toleransintervallet kan allt-
sa inte ses som en korrekt beskrivning av den slutgiltiga variationen hos de
godkinda vikternas systematiska fel. Hur skall man i efterfoljande métningar
modellera den miitosikerhet som toleransintervallet representerar?

5.4.2 Modell

Vi vill berékna férdelningen for det systematiska felet, givet att man god-
kiéint vikten. Godkéinnande innebér att man vid vigning funnit att den ligger
inom toleransgrinserna +a. Vi antar att métfelets standardavvikelse &r pro-
portionellt mot halva toleransvidden och #r normalfordelat enligt

e~ N(0,u2) ,

dir u?2 = v%a® och proportionalitetskonstanten alltsa #r satt till v. Det
systematiska felet #r likformigt fordelat med grinser som nagot ¢verstiger
toleransgrénserna, B ~ U (—ca,ca), ¢ > 1. Alltsa, beriikna sannolikheten
for att det systematiska felet dr lika med ett visst viirde givet att detta viirde

har godkénts vid métning:

a—xI 1 C a—xI
P(B=z|-a<z+e<a)=C f(s)%ds:@ fe)de =

{0 (20) o () - S () +(25).

dar @ (-) star for fordelningsfunktionen fér den standardiserade normalfor-
delningen N (0,1) och konstanten C' skall viljas sa att frekvensfunktionen
blir lika med ett vid integrering 6ver alla mojliga viirden z:

[ () (e

Denna ekvation kan losas numeriskt vilket visar att C ~ ac om ¢ >
1 4 2u,, dvs. om man kan anta att fordelningen fore sortering har bidrag
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klart utanfor toleransgrinserna. Frekvensfordelningen for det resulterande
biasfelet blir d& approximativt

[Blgokdind (T) = % {‘I’ (1 —;:/a) —® <_1_T$/a> } ,

vilken illustreras i figur 5.1 for olika relativa méitosikerheter v.

téathetsfunktioner for sorterad fordelning
T T T
0.5+ -

le—— malfordelning

| | |
-0.5 0 05
relativ vikt

Figur 5.1: [llustration av teoretiska frekvensfunktioner for sorterade vikter
vid a = 1 och fyra olika mdtnoggrannheter. Den ideala fordelningen dr plot-
tad som en rektangel.

Figuren visar att biasférdelningen efter sortering avviker mer och mer
fran den ursprungliga likformiga fordelningen vid 6kande métosikerhet. Vid
anvindning av de sorterade vikterna far man en standardosikerhet enligt
den approximativa formeln

1
up=a|—=+0.8 v , for v <0.4
" <\/§ >

Notera att om mitosikerheten vid sorteringen ér férsumbar sa blir den sorte-
rade mitsosikerheten som for en likformig férdelning med vidden 2a. Det ér
naturligtvis hir intressant att kontrollera vilken métosiikerhet som kravs vid
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kalibreringen for att man skall kunna férsumma den andra termen i paren-
tesen ovan. Det visar sig att en lamplig tumregel &r att kriva att u. < 0.2aq.
Detta motiveras av foljande rikning: Vid férsummandet approximerar man

biasosidkerheten med a

up ~ —— .
V3
Ett 95%-igt konfidensintervall fas da genom +2up = :l:% = +1.15a. Hur
mycket téicker detta intervall av den sanna fordelningen med standardavvi-

kelse a (% +0.82 - 0?2 ) =aq (% +0.82-0.22 ) = 0.61la ? Det ar detsamma

som att beridkna sannolikheten for att en standardiserad normalfordelad va-
riabel Z ligger i intervallet

) =P(-189<Z<1.89)=09.

—1.15a 7 < 1.15a
0.61a 0.61a

5.4.3 Sammanfattning

Vi kan alltsa konstatera att med motivering av var allménna approxima-
tionsregel fran avsnitt 3.2 att mitosikerheten efter sortering kan siittas lika
med en likformig fordelning bestdmd av gréanserna for godkéinnande om mé-
tosdkerheten vid kontrollen #r béttre dn 20% av intervallets halva bredd.

Tumregel 9. Sortering

Mitosikerheten for bias efter sortering kan skattas med

a
ug = —

V3

med sorteringsintervallet +a om métosikerheten vid sorteringen
ar hogst 20% av halva intervallbredden a.




Kapitel 6

Exempel pa
méitosikerhetsutredningar

6.1 Tippningsprovning av skrivbordsstol

Enligt en standardiserad metod fér bestdmning av stabiliteten hos en skriv-
bordsstol gér man en provning pa foljande sétt: Stolens friamre hjul stélls
mot ett stod i golvet, en vikt M placeras pa dynan, en lina fists i dynans
tyg och man drar manuellt i linan horisontellt. Dragkraften miits med en
dynamometer som ér fist i linan och stolen godkiinns om tippning inte sker
vid kraften 100 N. Provningsuppstéllningen &r schematiskt beskriven i figur
6.1.

Hér dr hojden H lika med avstandet fran stolens angreppspunkt pa stodet
till draglinans fiastpunkt, D #r avstandet fran stodets angreppspunkt till
massans tyngdpunkt, d dr avstandet fran stolens tyngdpunkt till stodet, m
dr stolens massa och « &r den verkliga angreppsvinkel som linan har vid
métningen. For att bestdimma métosikerheten i den horisontella kraften F
méaste man forst identifiera de ingéende killorna till miitfel, skatta deras
respektive métosikerheter och deras inflytande pa métresultatet. En studie
av problemet identifierar foljande kéllor till métosékerhetet: Kraftmétningen
i dynamometern, F', den applicerade dodvikten M, angreppsvinkeln o, samt
avstanden D och H.

De nominella viirdena pa de ingdende storheterna ér

My = 55 kg, mo = 20 kg, Fy = 156 N, Hy = 0.45 m,
Dy = 0.05m, d=0.22m, g=9.81 m/s’
6.1.1 Observationsmetoden

Osikerheten i métning av tippningskraft &r i detta fall frimst intressant i
foretagets interna jamforelser och populationen av méitforhallanden ges da
av de i foretaget tillgéingliga forhallandena. For att genomfora ett forsok for

115
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d H
mg i
o— _do .............

Figur 6.1: Schematisk skiss av skrivbordsstol med anbringade krafter och in-
tressanta mdatt.

bestimning av osikerheten gjordes dérfor métningar pa samma stol med
de tre operatorer som normalt genomfér provningen. Angreppsvinkeln c,
samt avstanden D och H &r variabler som paverkas av operatoren. For
kraftmétningen anviindes samma dynamometer vid alla provningar och dven
vikten M var densamma. Detta innebér att de systematiska felen i dessa
variabler inte inkluderas i den skattade métosikerheten och att man behover
gora om miétningen om nya instrument infors. Varje operatér genomforde
fem provningar och resultaten ses i tabellen nedan.

Mitresultat, skrivbordsstol (N)

operator 1 2 3

151 148 146
151 152 144
149 151 150
149 148 147
151 150 149

medel 150 150 147

st. av. 1.0 16 25
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Tabellen antyder savil en variation mellan operatorer som en repeterbar-
hetsvariation. Med hjilp av variansanalysverktyget i Excel (Variansanalys -
en faktor) far vi foljande tabell

ANOVA

Variationsursprung KvS fg MKv F p-vérde F-krit
Mellan grupper 26.53333 2 13.26667 3.940594 0.048354  3.8852¢
Inom grupper 40.4 12 3.366667

Totalt 66.93333 14

Variationerna for upprepningar representeras hir av “Inom grupper” och
ger osdkerhetsbidraget

u: =/ MKv. = /3.37=1.84 N.

Variationerna mellan operatorer representeras av “Mellan grupper” och de-
ras osikerhetsbidrag skattas med

uo = =1.41N.

MKvo — MKv. \/ 13.27 — 3.37
5 B 5

Maitosdkerheten blir

wn — \/ MEKo, + MKuvo 5— MKv. _ [MKvo —g4MKUE _ \/ 13.27 +54 337 _, _.
Antalet frihetsgrader i denna métosiikerhetsskattning #r
Lo (2.31)* B
O A

avrundat nedat till nirmaste heltal. Téckningfaktorn blir i detta fall £ = 2.4
enligt tabell 2.3.2 pa sidan 29.

F=F+24 up=F+55N.

Detta &r den métosidkerhet som man kan forvinta sig vid slumpmaéssigt val
av operator, men med anvindning av samma dynamometer och dodvikt. Den
representerar alltsa repeterbarhet inom det aktuella foretaget. Om reprodu-
cerbarheten #r intressant sa maste man ldgga till oséikerhetskomponenter
fran dynamometerns och dodviktens systematiska fel, villket vi kommer att
gora nedan.

6.1.2 Analysmetoden

For att bestimma osikerheten i den verkliga kraften vid tippning méaste vi
dels bestdmma osékerheten i vilken kraft som krivs for tippning, dels oséker-
heten i dynamometerns visning, dels osikerheten i kraftens angreppsvinkel.
Enligt specifikationer uppfyller provningen féljande:
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alla krafter ligger inom =+ 5%,

dodvikten inom % 0.5%,

alla dimensioner inom + 1mm,
e angreppsvinkeln inom =+ 2 °

e och positioneringen av kraften inom + 5mm.

Stolens vikt m och tyngdpunktsposition d betraktar vi som konstanter
fér en bestdmd stol och inkluderar inte variation i dessa storheter i mé-
tosikerheten. Dédremot beror héjden H och positionen D pa den manuella
infastningen av kraftens angreppspunkt och ger dirmed méitfel.

Inneborden av specifikationerna ér inte given. Vi antar darfor att alla de
givna intervallen motsvarar 95% konfidensintervall, vilket resulterar i

=5

= =2.5%, uﬁM:O.%%, Ug =1°, ug =up = 2.5 mm

For att bestdmma de ingdende miitstorheternas inflytande p& den horison-
tella kraft F' som kravs for tippning stéller vi upp en momentjamvikt kring
punkten O, vilken enligt mekanikens lagar skall vara lika med noll i momen-
tet strax fore tippning.

FH —mgd— MgD =0

F:%(MD+md)

Ur denna formel kan kinslighetskoefficienterna for de ingaende métfelen be-
stimmas, antingen genom differensmetoden (3.10) eller genom partiell deri-
vering i enlighet med (3.12). Diremot kan man inte anviinda den forenklade
metoden for relativa osékerheter (3.13) eftersom funktionen hér innehaller
en summa. De relativa osidkerheter som dr givna méaste dirfor forst riknas
om till absoluta osikerheter, vilket vi gor med de nominella viirdena pa kraft
och dodvikt: Fy = 156 N och My = 55 kg.,

55-0.25
39 N, upy 100 0 g

25156

ur 100

Differensmetoden ger foljande kinslighetskoefficient for dédvikten M,

ey = i[Do(Mo—FUM) +md] — [Do(Mo—’LLM)‘F?ﬂd] _ iDo _
= 2815 05 = 1.09 m/s? = 1.09 N/kg
0.45
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och motsvarande berikningar for ovriga felkillor ger kinslighetskoefficien-
terna

g 9.81
b= o 04500 = 1200 N/m,
MoD 81(55-0.05 4 20 - 0.22
G- g(MoDo +modo) 981 (55-0.05+20-0.22) _ 346 N/m.

(Ho+upg) (Ho—ug)  (0.45 + 0.0025) (0.45 — 0.0025)

Dédrmed har osiikerhetskomponenterna for den nodvindiga kraften F' be-
stimts. Aterstar att bestiimma osiikerheten i mitningen av denna kraft. Diir
finns tva felkillor, nimligen dynamometerns visning, ﬁ, och angreppsvinkeln
a. Dynamometerns standardoséikerhet har vi bedomt fran specifikationen till
3.9 N. Angreppsvinkelns inverkan behandlas i avsnitt 5.1 dér vi férordar en
justering av viirdet och en approximativ standardosikerhet. I det aktuella
fallet blir véinteviirdet av det relativa vinkelfelet lika med

plelo—L ol 1510 = 0.015%
F cos (o) cos (1°)

vilket tydligt dr forsumbart jimfort med kraftmétningens egen oséikerhet pé
2.5%. Ocksé standardosiikerheten dr dé& forsumbar.

Osikerhetstabell, analysmetoden

Killa Uu; typ vi o lal wilal touicl
M 0.14 kg B - 109 0.15 0.3
D 0.0025m B - 1200 3 6
H 0.0025m B - 346  0.87 1.7
F 39N B - 1 39 7.8
o 1° B - - - —
u% = > ulc? - - - - 25 —
Up - - - - 5N —

D& samtliga métosdkerheter hér dr av typ B kan antalet frihetsgrader in-
te bestdmmas och jimforelsemattet i sista kolumnen bestims med odndligt
antal frihetsgrader. De komponenter som har signifikant inverkan pa den
slutgiltiga mitosikerheten bor i framtiden bestdmmas med statistiska for-
sok. Vi ser att métosikerheten domineras av osékerheterna i dynamometern
och avstanden D och H. Anvindningen av tumregeln innebér att oséikerhe-
teskomponenter forutom dessa kan negligeras da aterstaende komponenten
i tabellen har jamforelseméttet uns |car| = 0.15 < 0.2 - up [cp| = 0.2-3.9 =
0.78. Denna negligering ger ett forsumbart fel i uppskattningen. Om man
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hoppas att typ B-osikerheterna #r konservativt skattade blir den utvidgade
métosikerheten

Us=2-uz=10N.

Vi kompletterar nu analysmetoden med resultaten fran observationsme-
toden och far foljande tabell:

Osikerhetstabell, observation+analysmetod

Kalla Uu; typ vi el wilal touicl
M 0.14kg B - 1.09 0.15 0.3
D,Hya,... 231N A 6 1 231 57
F 39N B - 1 39 7.8
u% =S uc? - - 8 - 20.6 -
Up - - - - 4.5 N —

Hér har vi olika antal frihetsgrader for de ingaende oséikerhetsskattningarna
och bestdammer ekvivalenta antalet frihetsgrader for slutresultatet:

20.62

=89
2.314/6 +0+0

Ve =

Vi ser att eftersom typ B-osikerheten i dynamometern dominerar blir antalet

frihetsgrader stort och den utvidgade méitosikerheten blir
Up=2-up=9N.

Det statistika forsoket gjorde i detta fall att métosikerheten minskade nagot.

Ytterligare undersokningar genom regelbunden kalibrering av den domine-

rande killan F skulle gora den till typ A och ge dn bittre kontroll dver
métosikerheten.

6.2 Maitosdkerhet hos skjutmatt

Miitfel som kan upptrida vid anvéndning av ett analogt skjutmatt &ér ka-
libreringsfel, avldsningsfel pa nonieskalan, materialférindring pga. tempera-
turforéindringar, ovalitet hos métobjektet, vinkelfel vid métning, samt glapp
mellan skjutmattets skiinklar och mitobjektet. Att bestimma denna méito-
sikerhet med hjilp av analysmetoden #r behéftat med stora svarigheter da
flera av felkiillorna inte dr sa lidtta att bedoma. Avlidsningsfel pa nonieskala,
vinkelfel och glapp #r felkillor som samtliga beror mycket pa operatorens
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skicklighet. Kalibreringsfelet &r ocksa nagot svart att avgora storleksmés-
sigt, eftersom kalibreringen ofta begrinsas till en kontroll av nollan med
regelbundna mellanrum.

Hir kommer observationsmetoden till sin fulla ritt. Genom att de domi-
nerande felkéillorna hos instrumentet ér operatérsberoende kan man genom-
fora en jaimforande métning med hjilp av ett antal operatorer som repre-
senterar populationen av anvindare. Métningar bor genomforas pa ett eller
flera objekt som #r representativa for anvindningsomradet.

En sddan jimforande métning genomfordes pa foljande sitt: Ftt cylind-
riskt métobjekt tillverkades i stdl med flera cylindriska steg pa ett sadant
sitt att ovaliteten kunde betraktas som férsumbar. Objektet cirkulerades
tillsammans med ett analogt skjutmatt i stal till 23 olika operatorer, som
var och en oberoende fick miita de olika diametrarna. I tabellen pa nésta
sida ses resultaten fran de fyra olika diametrarna i mm, samt respektive me-
delvirde och standardavvikelse. Vi ser att standardavvikelsen varierar nagot
mellan de olika matten, men tycks inte vara proportionell mot mattet. Dér-
med tycks det vara mer relevant att ange en absolut mitosikerhet och inte
en relativ. Om man nu vill ha en gemensam métosikerhetsanvgivelse for
métning av ett skjutmatt av denna typ ar det lampligt att viga samman de
fyra resultaten enligt formeln for sammanviigd standardavvikelse (2.25). Da
antalet frihetsgrader dr detsamma i var och en av de fyra skattningarna blir
sammanvigningen helt enkelt medelviirdet av variansskattningarna:

0472 + 0.0692 + 0.0432 + 0.032
s:\/s§+sg+s§+s§:\/007 +0.069 :003 +0.032 040 o

Denna standardavvikelse representerar nu operatorsinflytandet pa métosi-
kerheten. Av de felkillor vi listade i inledningen av detta avsnitt aterstar da
kalibreringsfel, materialférindring pga. temperaturforindringar och ovalitet
hos méitobjektet.

Kalibreringsfelet kan, om regelbunden kontroll genomférs, mojligen be-
traktas som forsumbart, men kunde i det aktuella fallet ocksa kontrolleras
genom en referensmiéitning av objektet med mikrometer.

Vid referensmiitningen var savil skjutmatt som objekt tillverkat av stal
och ddrmed kommer lingdutvidgning i objektet att kompenseras av samma
lingdutvidgning i instrumentet. Detta giller vid varje métning av objekt
i stal. Vid métning av annat material tillkommer en felkilla pga tempera-
turavvikelse fran nominell temperatur.

Problem med ovalitet hos miitobjektet kan inte betraktas som en del
av métosikerheten hos skjutmattet, men maste beaktas vid varje métning
dér ett enda diametervirde skall bestdémmas. Detta kan ocksa goras med
observationsmetoden, genom att man pa nagra objekt ur den intressanta
populationen genomfor métning i flera positioner och beriknar standardav-
vikelsen for variationen.
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Resultat fran métning med skjutmatt (mm)

10.65
10.60
10.60
10.65
10.60
10.60
10.65
10.60
10.60
10.65
10.60
10.70
10.70
10.60
10.60
10.60
10.65
10.55
10.75
10.70
10.65
10.60
10.60

49.80
49.80
49.80
49.80
49.75
49.75
49.80
49.75
49.75
49.80
49.75
49.80
49.90
49.80
49.75
49.80
49.75
49.75
49.75
49.80
49.80
49.50
49.80

30.20
30.20
30.15
30.25
30.15
30.15
30.20
30.15
30.20
30.20
30.15
30.30
30.25
30.20
30.20
30.20
30.20
30.15
30.30
30.20
30.20
30.20
30.20

95.30
95.25
95.30
95.30
95.25
95.25
95.30
95.20
95.25
95.25
95.30
95.30
95.30
95.30
95.25
95.25
95.30
95.25
95.25
95.25
95.30
95.25
95.30

gl

10.63

49.77

30.20

95.27

0.047

0.069

0.043

0.030
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6.3 Kalibrering av kraftgivare

Kraftgivare kan kalibreras genom att montera givaren i en dédviktsmaskin,
belasta den med ett antal olika vikter och ldsa av givarens utsignal. En-
ligt etablerad standard skall kalibreringen utforas vid minst 5 olika nivaer,
jaimnt fordelade 6ver givarens giltighetsomrade. Vid varje niva gors normalt
tre oberoende métningar. Resultatet av métning vid 10 nivaer + noll-last
redovisas t. ex. som

F(kN) avldst, ;1 avlédst, y;2  avlist, y; 3 ;. maxdiff
0 0.0108 0.0089 0.0092 0.0096  0.0019
1 0.1190 0.1207 0.1194 0.1197  0.0017
2 0.2453 0.2467 0.2455 0.2459  0.0014
3 0.3887 0.3895 0.3864 0.3882  0.0031
4 0.5364 0.5375 0.5361 0.5367  0.0014
5 0.6967 0.6988 0.6977 0.6977  0.0021
6 0.8617 0.8620 0.8611 0.8616  0.0009
7 1.0286 1.0280 1.0276 1.0281  0.0010
8 1.1943 1.1959 1.1932 1.1945  0.0027
9 1.3555 1.3540 1.3552 1.3549  0.0015
10 1.5118 1.5115 1.5100 1.5111  0.0018

déir man alltsa gjort tre miitserier vid 10 lastnivaer och efter varje métserie
gjort en fornyad avldsning vid noll-last.

For att bestdémma mitosikerheten vid framtida anvindning av instru-
mentet finns det olika angreppssitt. Vi skall hiir forst beskriva det tradi-
tionella séittet och demonstrera dess svagheter och sedan presentera ett an-
greppssitt som béttre overensstimmer med den hir redovisade statistiska
teorin.

For att utvirdera kalibreringsresultatet gar man traditionellt tillviga pa
foljande sétt: For varje niva (forutom kontroll-nollnivan, som anviinds for att
bestdmma ett nollpunktsfel) bestéims medelvirdet () och den maximala
differensen, D; = max(y;.) — min(y;.). Den storsta av av dessa differen-
ser D = max (D;) definieras som repeterbarhetsfel. I vart fall blir detta
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0.0031 V. Déarefter gor man en minsta-kvadrat-anpassning av medelvirdena
{7;;i=1,2,...,11}, vilket i det aktuella exemplet ger formeln

y = 0.1536 - x — 0.0456. (6.1)

Hir betecknar ¥ ett predikterat virde vid en ny avlisning nér lasten dr x.
I figur 6.2 ser vi resultatet av den linjéra anpassningen tillsammans med
avldsningarna.

Avlasning (V)

last (kN)

Figur 6.2: Linjdr anpassning vid kalibrering.

Olinjiritetsfelet definieras sedan som den maximala avvikelsen av de
predikterade viirdena fran det uppmiitta medelviirdena,

€ol = mZaX (‘Z//\Z - yz,‘)

Detta blir i vart exempel 0.0552. Genom att jamfora repterbarhetsfelet, olin-
jéritetsfelet, samt nollpunktsfelet med existerande standarder kan lastcellen
klassificeras och dérmed godkinnas eller underkiinnas for sitt avsedda an-
vindningsomrade. Ytterligare anviindning av kalibreringsresultatet &r att
finna vilken mitosikerhet man kommer att ha vid framtida anviindning av
lastcellen. Den totala métosédkerheten vid anvindning av kraftmétdonet
beriiknas enligt standardmetodik som

¢(T)<T) 62)

dér nollpunktsfelet hiir antas var forsumbart. Man summerar alltsa repeter-
barhetsfelet och olinjéritetsfelet kvadratiskt efter att ha normerat felen med
faktorn v/3. Faktorn v/3 hérror sig fran antagande om likformig fordelning,
tvaan framfor rottecknet hérror sig fran antagande om normalférdelad total
miétosikerhet och den kvadratiska summeringen bygger pa antagande om
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oberoende fel. Notera att U blir storre ju fler métningar som gors, eftersom
max-differensen D vixer med antalet métningar, dvs. ju béttre kalibrering,
desto storre métosikerhet!

Mitosikerheten anvinds sedan som ett approximativt 95%-igt konfi-
densintervall for framtida avlédsningar,

y(z) =7 (z) + U =0.1536 - = — 0.0456 + 0.064

Vi skall nu studera denna metodik i ljuset av vanlig linjéir regressionsteori.
En matematisk modell for kalibreringssituationen kan skrivas,

Y (z)=pFg+ iz +e+e(x)

dér den nya termen e (z) representerar ett fel som inte &r slumpméssigt, utan
beror pa fel i den linjdra modellen; en olinjiritet. I var kalibreringsmétning
med 11 nivaer och 3 upprepningar far vi

}/i,j (CL’Z) :ﬁo+61xi+5i,j+ei , 1=1,2,...,11 |, 3=1,2.3

Det slumpméssiga felet modelleras hér som oberoende slumpvariabler och
dr alltsa unikt for varje métning. Det systematiska felet dédremot foljer x
och dr detsamma inom upprepningarna. Efter medelvirdesbildningen 6ver
upprepningarna far vi

3

- 1

Yz(fvz)=ﬁo+51$i+§g cijte , i=1,2..11
=1

Om variansen for det slumpmiéssiga felet dr o2 sa kommer medelviirdesbild-
ningen att reducera variansen med en faktor 3 till %2 De residualer som
man erhaller som resultat av den linjéira regressionen pé Y; (x;) innehaller
dock fortfarande en del av det slumpmaissiga felet och ¢verskattar dirmed
olinjériteten nagot. Foljaktligen kan man forviinta att det totala felet enligt
(6.2) blir tverskattat.

Varianserna for repeterbarhetsfelet resp. olinjéritetsfelet betraktas i den
standardiserade proceduren som hérrorda fran likformigt fordelade slumpva-
riabler, bestéimda via max-uppskattningar. Detta &r en grov uppskattning,
som saknar egentlig grund i statistisk teori, men som anviéinds da traditio-
nella statistiska metoder inte &r tillimpliga.

En rimlig motivering for att betrakta ett systematiskt fel som slump-
miéssigt dr att man inte vet vid vilka z-vérden den framtida anvindningen
av miétdonet kommer att ske och att man didrmed kan betrakta valet av
x (och didrmed storleken pa det systematiska felet) som slumpméssigt. Ett
sadant resonemang #r analogt med den allminna syn pa slumpmaéssighet
och systematik som denna handbok grundar sig pa.

Den slutliga berdkningen av mitoséikerheten i den standardiserade meto-
den (6.2) bygger pa antagandena 1) att det systematiska felet kan betraktas
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som slumpméssigt, samt 2) att det totala felet approximativt foljer normal-
fordelningen. Man kan da fraga sig om inte den vanliga linjér-regressions-
metodiken #r direkt tillimpbar. Detta skulle innebéra att vi betraktar sum-
man %Z?:l €ij + €; som slumpméssig och normalfordelad och foljer den
normala statistiska proceduren. Vi betraktar alla 11 medelvirdena som obe-
roende observationer och gor en linjar anpassning enligt minsta-kvadrat-
metoden precis som i standardproceduren. Studier av residualerna ger bilden
6.3.
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Figur 6.3: Residualer vid linjdr regression pd kalibreringsresultat.

Residualerna ser allt annat #n slumpmiissiga ut, da det systematiska
felet dominerar. Notera att detta beror pa att residualerna hér ér ordnade i
enlighet med referensviirdet. Fn slumpméssig ordning av virden pa z-axeln
skulle ge en residualplot som ser slumpmaissig ut, vilket precis motsvarar
den situation som anvéindaren star infor nér framtida anviéindningsnivaer
dr obestdmda. Vi berdknar standardavvikelsen for %Z?:l €ij + e; for att
jamfora med den etablerade metodiken. Formel (2.28) ger i detta fall

s =0.029 .

For att jamfora resultatet med den standardiserade metoden vill vi ha ett

resultat som motsvarar (6.2), dvs ett approximativt 95%-igt prediktionsin-

tervall for framtida avldsningar. Vi anviinder tumregel 8 pa sidan 93 dér

t-viirdet tas ur ¢-fordelningstabell for 9 frihetsgrader och 95% : t = 2.26
Vart jamforelseintervall blir enligt (2.31),

2
y(x) = 0.1536 - = — 0.0456 £ 0.029 - £ p25 - -

+1=

/2
0.1536 - = — 0.0456 £ 0.029 - 2.26 - 11 +1=
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0.1536 - = — 0.0456 £+ 0.071 .

Vi far alltsé i detta fall ett prediktionsintervall som dr nagot storre dn i den
standardiserade metodiken. Férdelen med den hir redovisade metoden ér
att den tar hénsyn till antalet forsoksnivaer pa ett statistiskt korrekt sétt
via t-fordelningen och rotuttrycket.

En komplikation &r att prediktionsintervallet motsvarar en prediktion
grundad pa medelvirdet av tre avlidsningar. Om framtida avldsningar inte
dr medelvirden s4 tillkommer ett slumpmiissigt felbidrag. Det slumpmiissiga
felets standardavvikelse kan vi emellertid l4tt skatta genom att berikna den
sammanvigda standardavvikelsen,

Svys? 3252
—./ L= 2225 .00008 .
% S, 11-2

Den totala métosikerheten vid en enstaka prediktion skattas i detta fall som

u, = /52 + 52 = /52 +2/3s2 = 1/0.0292 + 2/3 - 0.000982 = 0.029.

Hér har vi alltsd bara lagt till tva tredjedelar av slumpvariansen eftersom en
tredjedel ingar i skattningen av residualernas varians s. I detta fall &r tyd-
ligen slumpfelet forsumbart och métosikerheten blir lika med den skattade
regressionsvariansen. Antalet frihetsgrader i denna métoséikerhet bestdms
med hjilp av Welch-Satterwaite-formeln (2.21)

(0.029% +2/3 - 0.00098%)*

— =9
0.020% | (2/30.000982)
9 22

Veq -

och blir hér lika med nio eftersom slumpfelet ér av forsumbar storlek.

6.3.1 Inversproblemet

Vid anvéindning av den erhallna kalibreringskurvan kommer man att lidsa av
instrumentet i volt (y) och vill veta vilken kraft (z) som orsakat spénningen.
Man behover alltsa invertera uttrycket (6.1) till

y + 0.0456
7)) = 51536

Som angivits i kapitlet om linjér regression blir prediktionsintervallet hir
detsamma som ovan skalat med den skattade lutningen:

0.071
2(y) = 6.514y +0.207 £ o = 6.51y +0.297 4 0.46

= 6.51y -+ 0.297.

Om vi istéllet gor regressionen i andra riktningen far vi foljande resultat:

z2(y) = 6.49y + 0.309
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och standardavvikelsen skattas nu med hjilp av residualerna till s = 0.190
och konfidensintervallet blir

/2
z(y) = 6.49y + 0.309 £ 0.190 - 2.26 - 11 +1=6.49y +0.309 £ 0.47.

Vi far snarlika uttryck med de tva metoderna, men den andra &r enklare
att tillimpa da ingen invertering av koefficienterna behévs och standardav-
vikelsen fas direkt ur residualerna.

6.3.2 Sammanfattning

Vid kalibrering med linjér regression gors upprepade métningar pa ett antal
bestdmda nivaer. For varje niva beriiknas medelvirdet av avldsningarna och
kalibreringskurvan bestédms med hjélp av linjér regression i omvéind riktning,
dvs. med de avlidsta medelviirdena som z-virden och de instéllda nivaerna
som y-virden. Darmed kommer olinjéritetsfel att betraktas som slumpmés-
sigt dragna och den resulterande métosikerheten att avse instrumentets hela
métomrade.
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Svar till 6vningsuppgifterna

Problem 2.2.1

Medelvirde for operator 1: 116.7

Standardavvikelse for operator 1:0.75

Den empiriska fordelningsfunktionen for operator 1:
x ‘ 115.8 116.0 116.5 117.0 117.3 117.7
F (z) ‘ 1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 1

09 . - B - - -

08 - - - =

07 - - - —

06 - - - —

041 - - - —

03 - - - -

02 - - - -

01 I I I I
1155 116 116.5 117 1175 118

Histogram for hela dataméngden (tre intervall):

129
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0
115 1155 116 1165 17 175 118

Variationsvidden for hela dataméngden: 2.2.

Problem 2.3.1
Konfidensintervall for differensen: 0.09 4 0.14 (med 95% konfidens)
Roren har ej signifikant olika diametrar.

Problem 2.3.2
P(—2 < Z <2)=0.9545

Problem 2.3.3
Det krévs minst fyra métningar.

Problem 2.3.4
Konfidensintervall f6r diametern: 37.22 £ 0.05 (med 95% konfidens)
Roret dr godkint pa signifikansnivan 2.5%.

Problem 2.3.5
Konfidensintervall for differensen: 0.06 4+ 0.28 (med 95% konfidens)
Roren har ej signifikant olika diametrar.

Problem 2.4.1

Sammanvigningen blir roten ur medelvirdet av variansskattningarna:

Problem 5.2.1
Metoden med negligerad samverkan:

GRR = +/0.003 + 0 + 0.00105 = 0.064

Metoden med inkluderad samverkan:

GRR = /0.0013 + 0.0022 + 0.00095 = 0.067




Litteraturforteckning

[1] ISO Guide, Guide to the expression of uncertainty in measurement,
International Organisation for Standardization, 1995.

[2] Semyon Rabinovich, Measurement Errors, Theory and Practise, AIP
Press, 1992.

[3] Hugh W. Coleman, W. Glenn Steele, Jr., Experimentation and uncer-
tainty analysis for engineers, John Wiley & Sons, 1989.

[4] Magnus Arnér, Matosikerhet, Kalibrering, felfortplantning och R&R-
studier, Studentlitteratur, 2002.

[5] I. Lira, Evaluation the mesurement uncertainty, Fundamentals and
practical guidance, Institute of Physics Publishing, Bristol and Phi-
ladelphia, 2002.

[6] Donald J. Wheeler, Richard W. Lyday, Evaluating the measurement
process, SPC Press, 1989.

[7] Douglas C. Montgomery, George C. Runger, Applied statistics and pro-
bability for engineers, John Wiley & Sons, 2003.

[8] Leslie R. Pendrill, Meeting future needs for Metrological Traceability
- A physicist’s view, Accreditation and Quality Assurance- Journal for
Quality, Reliability and Comparability in Chemical Measurement, 10,
133 - 9, 2005.

[9] QS9000 Quality System Manuals, MSA-3, Measurement System Ana-
lysis, 2002.

[10] ISO Standards, ISO 5725-2, Accuracy (trueness and precision) of mea-
surement methods and results — Part 2: Basic method for the determi-
nation of repeatability and reproducibility of a standard measurement
method, International Organisation for Standardization, 1994.

[11] B Bergman, B Klefsjo, Statistisk kvalitetsstyrning, Studentlitteratur,
1985.

131



Sakregister

analysmetoden, 46, 68

avrundning
fordelning, 72
regler, 52

box-plot, 64
empirisk fordelning, 19

fordelningsfunktion, 17
frihetsgrader, 21
beteckning, 17

histogram, 19

Inledning, 1
sammanfattning, 14

justering, 85

kénslighet, 85
kiéinslighetskoefficient, 73
beteckning, 17
differensmetod, 74
partiell derivering, 76
Kalibrering, 85
sammanfattning, 97
konfidensintervall, 26, 31, 42, 47
korrelation, 108
kvalitetsstyrning, 103

likformig fordelning, 23
linjér regression, 35, 85
Litteraturforteckning, 131

maétforhallanden, 8
miitfel, 5, 54
métmetod, 6

132

métmiljo, 6
métobjekt, 5
maétosikerhet, 7

utvidgad, 42
miétsystemsanalys, 104
méatutrustning, 5
malvirde, 103
medelvirde

beteckning, 17
MSA, 104

nomenklatur, 16
normalfordelning, 21

observationsmetoden, 46, 56
operator, 6
osiikerhetskomponenter, 78

referens, 56
repeterbarhet, 3, 11
reproducerbarhet, 3, 11

shuntkalibrering, 85, 93
signifikansniva, 27
slumpmiissiga fel, 9
sortering, 112
sparbar, 85
standardavvikelse, 9, 18, 42, 45
beteckning, 17
standardosékerhet, 9, 42, 45, 71
beteckning, 17
typ A, 68, 71
typ B, 68, 72
utvidgad, 9
statistika, 26
Statistiska grunder, 15
sammanfattning, 42



SAKREGISTER 133

styrdiagram, 103
systematiska fel, 9, 51

t-fordelningen, 29, 49
tabell, 30, 43
tiackningsfaktor, 45, 49
beteckning, 17
tathetsfunktion, 18
tolerans, 103, 105

utfall, 17

viantevirde, 18
varians, 18
variansanalys, 61
variationsvidd, 21
vinkelfel, 101









FCC

Chalmers Science Park
SE-412 88 Goteborg
Sweden

Telephone:+46 (0)31 7724000
Telefax:+46 (0)31 827035
E-mail:inffo@fcc.chalmers.se
Internet:www.fcc.chalmers.se



